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Comment 
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Introduction 

Si X est un objet géométrique, son groupe de Picard est le groupe des classes d'isomor- 
phie de faisceaux inversibles (ou, si l'on préfère, de nbrés en droites) sur X . Par exemple si 
X est le spectre d'un anneau de Dedekind A, le groupe Pic(X) est simplement le groupe 
des classes d'idéaux de A. Si X est l'espace projectif P™ sur un corps, il est connu que le 
degré des faisceaux inversibles induit un isomorphisme de Pic(X) vers Z. Dans bien des 
cas, le groupe de Picard est naturellement muni d'une structure géométrique. Par exemple 
si X est un schéma projectif intègre sur un corps k algébriquement clos, on sait que le 
groupe de Picard Pic(X) apparaît en fait comme le groupe sous-jacent à un fc-schéma en 
groupes Pic^/fe appelé le schéma de Picard (ou foncteur de Picard) de X. 

L'objet de cette thèse est de définir et d'étudier le foncteur de Picard d'un champ 
algébrique - un objet géométrique, apparu vers 1970, qui généralise la notion de schéma. 
Pour comprendre la nécessité d'étudier un tel objet et pour apprécier à leur juste valeur 
les travaux de Grothendieck, il n'est sans doute pas inutile de revoir rapidement l'histoire 
du foncteur de Picard et des champs algébriques. Pour plus de détails sur les aspects 
historiques évoqués ci-dessous ou pour des références plus précises, nous renvoyons à 
l'excellente introduction de |34j dont nous nous sommes inspiré. 

Foncteur de Picard 

Les besoins technologiques du 17 eme siècle ont poussé les mathématiciens à développer 
le calcul intégral. Ils ont alors commencé à s'intéresser aux propriétés de certaines fonctions 
apparaissant comme des intégrales indéfinies. A la toute fin de ce siècle, Jacques Bernoulli 
puis son frère Jean mirent ainsi en évidence des relations algébriques surprenantes entre 
les arguments des sommes et des différences de logarithmes, de fonctions trigonométriques 
inverses, ou de certaines fonctions intégrales. Dans la même veine, le travail de Fagnano au 
début du 18 eme siècle amena Euler à découvrir en 1757 la « formule d'addition » suivante 

r xi dx r X2 dx r* dx 

Jo VI -x A Jo Vl-x 4 ~ Jo \fl-x 4 - 
où xi, xi et xi vérifient la relation algébrique : 

444,r>222/2, 2, 2% . 4, 4 . 4 r, 2 2 r>22 r> 2 2 _ n 
X^X<^Xq -y- ZX^X^X^yX^ ~\~ X<2 i X^ J ~~\~ X i ~\~ X<2 "T X^ LX^X^ ZX-^X-^ LX^X^ — u. 

Il généralisa en 1759 cette formule à d'autres intégrales. Abel donna en 1826 une bien 
plus large portée à ces considérations en découvrant le fameux « théorème d'Abel ». C'est 
un théorème d'addition très général pour des intégrales algébriques de ce type, intégrales 
qui ont vite pris le nom d'« intégrales abéliennes ». Euler comme Abel remarquèrent 
que ces intégrales étaient en quelque sorte « multivaluées » , un peu comme les fonctions 
trigonométriques inverses, mais ne poussèrent pas l'analogie plus loin. Abel voyait ce 
phénomène comme une sorte de « constante d'intégration » dont il évitait l'apparition en 
ne considérant que des chemins d'intégration assez petits. 

Riemann éclaircit nettement la situation en 1857. En étudiant les intégrales sur une 
variété projective lisse complexe C de dimension 1, que l'on appellerait aujourd'hui une 
« surface de Riemann », il prouve que certaines de ces intégrales, les intégrales « de pre- 
mière espèce », forment un C-espace vectoriel de dimension finie p et qu'elles ont 2p 
« périodes », c'est-à-dire des nombres qui engendrent tous les changements possibles de 
la valeur de l'intégrale qui peuvent survenir en changeant le chemin d'intégration. Plus 
précisément, il fixe une base (V>i, ■ • ■ , V'p) de l'espace des intégrales de première espèce. Il 
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choisit aussi 2p chemins qui forment une base de l'homologie, puis il forme le réseau A de 
C p engendré par les 2p vecteurs obtenus en intégrant (V>i, ■ • ■ , ip P ) le long des 2p chemins 
choisis. 




Figure 1 : Une surface de Riemann de genre 2 a quatre « périodes » . 
Il appelle alors « jacobienne » le quotient 

J = C P /A. 

Il s'intéresse aussi au morphismc dit « d'Abel-Jacobi » de la /z-ième puissance symétrique 
de C vers la jacobienne : 



C(m) 



\i=l 



i=l 



Il montre que si les diviseurs x\ + ■ ■ ■ + x^ et x\ + • • • + x'^ sont linéairement équivalents, 
alors ipn(xi, . . . , Xfj) et Vv( x 'i; • • ■ > x 'n) son ^ égaux. La réciproque, vraie également, ne 
sera prouvée que quelques années plus tard par un autre mathématicien (Clcbsch, 1864). 
Ainsi la jacobienne, dont on commence à voir qu'elle s'identifie au groupe des classes de 
diviseurs, acquiert avec Riemann une structure de tore complexe de dimension p. Elle 
n'est cependant pour l'instant définie que sur le corps C des nombres complexes. 

Dans les années 1950, Weil fonde la théorie des variétés abéliennes. Il donne en parti- 
culier une construction purement algébrique de la jacobienne et prouve ainsi son existence 
sur un corps quelconque. L'inconvénient de cette démarche est que la structure géomé- 
trique n'est pas définie a priori mais résulte de la construction algébrique. Il faut par 
exemple revenir à la construction pour voir que tel objet lié au groupe de Picard est bien 
un objet algébrique. 

Il a fallu attendre Grothendieck pour voir apparaître une définition générale du « fonc- 
teur de Picard » d'un schéma sur une base quelconque, cette notion se comportant de plus 
extrêmement bien par changement de base. Il est défini de la manière suivante. Si X est 
un S-schéma, on définit d'abord le foncteur P de la catégorie des 5-schcmas vers celle 
des groupes qui à un S'-schéma T associe P(T) = Pic(A x s T). On se demande alors s'il 
existe un schéma qui représente ce foncteur, c'est-à-dire un S'-schéma Pic tel que pour 
tout T, P{T) s'identifie à l'ensemble des morphismes de T vers Pic . Naturellement, ainsi 
posé, le problème n'a pas de solution. On sait en effet qu'un foncteur représentable est 
toujours un faisceau pour la topologie fpqc. Or le foncteur P que nous venons de définir 
n'est jamais un faisceau, même pour la topologie de Zariski : il existe toujours des fais- 
ceaux non triviaux qui proviennent de la base. Qu'importe ! Il suffit de considérer, non 
pas le foncteur P lui-même, mais le faisceau associé pour une topologie suffisamment fine 
pour que l'on puisse espérer que le faisceau obtenu ait une chance d'être représentable. En 
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pratique on se contente de la topologie étale. On appelle donc foncteur de Picard de X, 
et l'on note Pic^/s, le faisceau associé à P pour la topologie étale. Le schéma de Picard, 
s'il existe, est alors simplement l'unique schéma qui représente ce foncteur. Avec cette 
définition, la structure géométrique est intimement liée à la structure algébrique et est en 
tout cas complètement définie a priori. Ce point de vue présente un avantage non négli- 
geable : la construction du foncteur de Picard ne requiert aucune hypothèse sur le schéma 
X. En travaillant directement sur le foncteur de Picard, on peut même étudier certaines 
propriétés géométriques (lissité, séparation, propreté, dimension. . .) du schéma de Picard 
sans même savoir s'il existe ! ! Quant à l'existence du schéma de Picard (c'est-à-dire la 
représentabilité du foncteur de Picard par un schéma), elle est établie dans de nombreux 
cas à l'aide de techniques projectives reposant sur une utilisation judicieuse du schéma de 
Hilbert. 

Les travaux ultérieurs s'inscrivent parfaitement dans le prolongement de la démarche 
« fonctorielle » initiée par Grothendieck. Artin invente et développe avec son élève Knut- 
son (voir [35 ) la notion d'espace algébrique, qui généralise celle de schéma. Il montre 
alors avec Raynaud l'existence d'un « espace algébrique de Picard ». Cette fois-ci, la dé- 
monstration ne fait aucun usage des techniques projectives encore indispensables quelques 
années auparavant. Il en résulte un théorème valable dans un cadre bien plus général que 
celui qui assure l'existence du schéma de Picard, et de surcroît plus facile à obtenir, sans 
que le produit obtenu (un espace algébrique au lieu d'un schéma) ne soit réellement moins 
commode. 

Champs algébriques 

La thèse de Giraud, vers 1970, donne naissance aux champs, dans la droite lignée 
des travaux de Grothendieck. La notion de champ algébrique suit immédiatement avec 
un article fondateur de Deligne et Mumford ([20]) : ils démontrent, en introduisant les 
champs qui portent aujourd'hui leurs noms, que l'espace de module des courbes de genre 
g est irréductible. Artin donne peu après une définition un peu plus générale des champs 
algébriques. 

Initialement introduits pour pallier la non-existence de certains espaces de modules 
ou bien pour effacer quelques importunes singularités d'iceux, qui n'apparaissaient que 
par une sorte d'illusion d'optique due à la mise à mort des automorphismes des objets 
qu'ils sont censés classifier, les champs algébriques ont petit à petit pris une place considé- 
rable dans l'environnement naturel du géomètre algébriste. Au point que certains pensent, 
comme Abramovich et Vistoli (cf. [5] 1.2), qu'ils sont amenés à devenir l'objet d'étude de 
base du géomètre algébriste, au même titre que les schémas l'étaient pour les « anciens ». 
De fait, des travaux récents les ont fait apparaître comme tels. Prenons l'exemple des sur- 
faces elliptiques, c'est-à-dire des familles de courbes elliptiques paramétrées par une courbe 
C. Pour compactifier l'espace de modules de ces surfaces, il faut rajouter quelques points. 
Or ces points supplémentaires correspondent naturellement à des familles paramétrées 
par des « courbes tordues » introduites par Abramovich et Vistoli. Ce sont des courbes 
nodales munies d'une structure supplémentaire d'« orbispace » au-dessus de chaque noeud. 
Elles sont ainsi munies d'une structure de champ de Deligne-Mumford. Nous reparlerons 
de ces courbes ultérieurement. 

Des jacobiennes de courbes champêtres ? 

Toute la force des champs algébriques vient du fait que la plupart des notions géo- 
métriques classiques (lissité, dimension, cohomologie, connexité. . .) s'y étendent sans dif- 
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ficulté. Pour ce qui concerne le groupe de Picard, le travail a été initié par Mumford dans 
un article fondateur. Bien que la notion de champ n'ait pas encore été introduite, il y cal- 
cule en réalité le groupe de Picard du champ des courbes elliptiques, isomorphe à Z/12Z. 
Il semble cependant que personne ne se soit encore réellement attelé à la construction 
de la jacobienne d'un champ algébrique et à l'étude de ses propriétés géométriques. En 
l'état actuel des publications, la seule chose que l'on puisse affirmer est que la question 
de la représentabilité du foncteur de Picard est pour l'essentiel déjà résolue. Masao Aoki 
montre en effet dans des travaux récents (voir [TT] et [TU]) que si 2£ et W sont des S- 
champs algébriques de présentation finie, et si X est propre et plat, alors le champ des 
morphismes ffi'om ( 3£ , dont on trouvera une définition précise dans les articles cités, 
est un champ (pré)algébriqu^]]. Or en prenant pour & le champ BG m qui classifie les 
G m -torseurs, on obtient le champ J^fom (JT, BG ro ), isomorphe au champ des faisceaux 
inversibles £Pic(3£ / S) dont la catégorie fibre au-dessus d'un S-schéma U est la catégorie 
des faisceaux inversibles sur 3£ Xj U. On en déduit facilement que le foncteur de Picard 
d'un champ algébrique propre, plat et cohomologiqucmcnt plat en dimension zéro est re- 
présentable par un espace algébrique (cf. infra (|I.3.7|) ). Max Lieblich vient par ailleurs de 
souligner (cf. [40]) le fait que le champ des faisceaux quasi-cohérents à support propre sur 
un champ algébrique (avec de bonnes hypothèses) est algébrique. Il en déduit ensuite que 
le champ des fibrés de rang fini, donc en particulier le champ ^ic{^ / S), est algébrique. 

Cependant la démonstration d'Aoki ne permet pas réellement de voir ce qui se passe 
pour le foncteur de Picard. D'une part il n'y est question que de morphismes de champs 
algébriques, si bien qu'il faut toujours traduire les énoncés et les démonstrations dans le 
langage des faisceaux inversibles. Mais surtout, l'étude générale des morphismes oblige 
l'auteur à recourir à des techniques dont on sent bien qu'elles sont par trop élaborées 
pour le simple cas des faisceaux inversibles. Max Lieblich utilise implicitement le même 
genre de techniques pour traiter le cas du champ des faisceaux quasi-cohérents à support 
propre. 

Plan de la thèse et principaux résultats 
Généralités 

Le premier chapitre est consacré à la définition et aux premières propriétés des fonc- 
teurs de Picard d'un champ algébrique sur un schéma S. Après avoir revu rapidement 
ce qu'était un faisceau inversible, nous démontrons que le groupe des classes de faisceaux 
inversibles est isomorphe au groupe H l {3^ , G m ), retrouvant ainsi le résultat analogue 
bien connu dans le cas des schémas. Puis nous définissons comme dans le cas des schémas 
différents foncteurs de Picard, qui sont des faisceaux relativement à des topologics de 
plus en plus fines sur 5, et nous en donnons une description cohomologique. Le théorème 
le plus utile est le théorème de comparaison (|I.2.3.I p entre ces différents foncteurs dans 
le cas où / est cohomologiquement plat en dimension zéro et quasi-compact. Signalons 
tout de suite que pour mener à bien cette étude, nous avons besoin d'un certain nombre 
de résultats élémentaires relatifs à la cohomologie lisse-étale des champs algébriques, qui 
semblent manquer à la littérature actuelle. Nous avons préféré reléguer ces résultats en 
annexe afin de ne pas « polluer » le texte principal par trop de considérations techniques. 
Nous reviendrons plus en détail sur cette annexe et son contenu un peu plus loin. 

Nous définissons ensuite le champ de Picard. Nous montrons en particulier que sous des 
hypothèses raisonnables, le champ de Picard est algébrique si et seulement si le foncteur 
de Picard est représentable. 



1 Seule la quasi-séparation n'est pas traitée par Aoki. Nous y reviendrons dans un paragraphe ultérieur. 
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Cette partie s'achève sur des propriétés élémentaires du foncteur de Picard. Il est tout 
d'abord localement de présentation finie dès que le morphisme structural de 2£ est quasi- 
compact. En outre il commute aux limites projectives. Cette dernière propriété, d'ailleurs 
facile à obtenir à l'aide du théorème d'existence de Grothendieck généralisé par Olsson 
aux champs algébriques, trouve sa raison d'être dans le théorème de représentabilité du 
foncteur de Picard (re)démontré ultérieurement. 

Propriétés de séparation 

Cette seconde partie est déjà plus technique que la précédente. Nous y étudions les 
propriétés de séparation du foncteur de Picard et du champ de Picard. On retiendra 
principalement deux résultats, et peut-être un lemme qui peut s'avérer utile pour résoudre 
la question de la quasi-séparation pour d'autres champs que le champ de Picard. 

Le premier de ces résultats est la proposition (|2.2.2p : le foncteur de Picard est loca- 
lement séparé, autrement dit sa diagonale est une immersion quasi-compacte, dès que 3£ 
vérifie les hypothèses habituelles. La démonstration repose essentiellement sur les idées 
d'Artin présentes dans [T^] et qui apparaissent ici sous la forme du théorème Q2.1.1.2[) . 

Pour un champ, les questions de séparation semblent nettement plus délicates en géné- 
ral. Il est déjà hors de question qu'un « vrai » champ algébrique, j'entends par là un champ 
algébrique qui n'est pas un espace algébrique, soit localement séparé au sens habituel. En 
effet sa diagonale serait alors une immersion donc un monomorphisme, ce qui prouverait 
que le morphisme structural est représentable. La condition qu'il est raisonnable d'exiger 
serait donc celle de quasi-séparation : on dit qu'un champ algébrique est quasi-séparé 
si sa diagonale est quasi-compacte. Cette condition fait d'ailleurs partie de la définition 
d'un champ algébrique dans le livre [SHj de Laumon et Moret-Bailly. D'une manière ou 
d'une autre il est nécessaire d'imposer des conditions de finitude sur la diagonale. On 
lira à ce sujet la remarque II 1.9 de Knutson dans [35j . Cependant un certain nombre de 
champs tout à fait dignes d'intérêt et que l'on aurait envie de qualifier d'« algébriques » 
ne sont pas quasi-séparés. Doit-on considérer que le champ classifiant _BZ est algébrique? 
Pour d'autres champs la question n'est tout simplement pas résolu^]. Par exemple dans 
[11] . Masao Aoki ne traite qu'un cas très particulier : il montre que le champ des mor- 
phismes M'om (3£ \ W) est quasi-séparé lorsque SC est un espace algébrique et <ty admet 
une présentation propre f [11] proposition 4.1). Nous montrons dans cette partie (voir le 
théorème (|2.3.1[1 ) que dans le cas particulier du champ de Picard, le fait que les groupes 
d'automorphismes soient quasi-compacts suffit à assurer la quasi-séparation. 

Nous donnons au passage un critère de quasi-séparation pour les champs algébriques 
fortement inspiré du théorème d'Artin (|2.1.1.2p . 

Déformation de faisceaux inversibles 

Nous étudions dans cette troisième partie les déformations de faisceaux inversibles, 
puis nous (re)dcmontrons que le foncteur de Picard d'un champ algébrique propre, plat 
et cohomologiquement plat en dimension zéro est représentable et nous donnons enfin des 
propriétés élémentaires sur sa lissité et sa dimension. 

L'étude des déformations est la pierre angulaire des théorèmes de représentabilité 
d'Artin que l'on peut trouver dans [H] ou [Tïïj. C'est souvent le point dont l'étude est la 
plus délicate. C'est d'ailleurs pour cette raison que Masao Aoki a dû, pour montrer que 
le champ if om (^", ^) était algébrique, consacrer un premier article ([5]) à l'étude des 
déformations de champs algébriques, et s'appuyer sur un article d'Olsson ( [47] ) concernant 



2 Certains auteurs ont même enlevé la condition de quasi-séparation de la définition. 
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les déformations de morphismes représentables de champs algébriques et sur les travaux 
très généraux d'Illusie f[3"3"]h 

Le principal résultat de cette section est le suivant : 

Théorème 13.2.51 

(1) Il existe un élément lu G H 2 (^,I) dont l'annulation équivaut à l'existence d'une 
déformation de Jzf à T. 

(2) Si lu — 0, alors Defmr(.i?) est un torseur sous H l {££ ,1). 

(3) Si (Jzf, A) est une déformation de Jzf, son groupe d'automorphismes est isomorphe 

Nous l'y étudions sous plusieurs aspects. Nous commençons par montrer que l'on peut 
le déduire facilement du théorème analogue d'Aoki concernant les déformations de mor- 
phismes en prenant comme champ d'arrivée W = BG m . Il suffit à peu de choses près de 
calculer le complexe cotangcnt du champ classifiant BG m sur un schéma T. Cependant 
cette démarche nous a paru insatisfaisante car il s'avère que le cas des faisceaux inversibles 
est nettement plus simple que celui des déformations de morphismes. Nous proposons donc 
deux autres démonstrations de ce théorème, indépendantes des travaux que nous venons 
de citer et de nature plus « géométrique » . La première consiste à se ramener au cas des 
faisceaux inversibles sur un espace algébrique à l'aide d'une présentation du champ X 
(elle rejoint en cela les démarches d'Olsson et Aoki). La seconde est plus rapide puisque 
nous travaillons directement avec des faisceaux inversibles sur S£ . Elle nécessite cependant 
un petit travail technique supplémentaire pour relier les groupes de cohomologie lisse-étalc 
d'un champ à ceux d'une extension infinitésimale de ce champ. Nous avons préféré joindre 
ces résultats de nature purement cohomologique à l'annexe déjà mentionnée plus haut (cf. 
paragraphe (|A.1.8|) ). 

Cette étude directe des déformations de faisceaux inversibles nous permet de donner 
une démonstration de la représentabilité du foncteur de Picard (sous de bonnes hypo- 
thèses) logiquement indépendante des travaux d'Aoki. Bien entendu nous aurions tout 
aussi bien pu utiliser le critère [H] 5.3 d'Artin pour qu'un champ soit algébrique au lieu 
du théorème de représentabilité pour les espaces algébriques p~2] 5.3 et obtenir ainsi l'al- 
gébricité du champ de Picard. En fait le paragraphe 11.31 montre qu'il est essentiellement 
équivalent d'étudier le foncteur de Picard ou le champ de Picard (du moins lorsque 3£ 
est cohomologiquement plat en dimension zéro). 

Ce chapitre s'achève sur un résultat classique reliant la dimension du schéma de Picard 
d'un champ algébrique sur un corps (lorsqu'il existe) et sa lissité à l'origine. Nous calculons 
au passage son espace tangent. 

Composante neutre du foncteur de Picard 

Revenons à des exemples plus concrets et considérons le cas d'une courbe elliptique E 
sur un corps k. On sait dans ce cas que la jacobienne Pic^ fe , c'est-à-dire la composante 
connexe de l'élément neutre du schéma de Picard Pics/fcj est isomorphe à -E et que le 
schéma de Picard s'identifie à une infinité dénombrable de copies de cette jacobienne 
indexées par le degré des faisceaux inversibles. Il est bien évident que le schéma de Picard 
lui-même n'est pas propre. Cependant la jacobienne, elle, est propre. Il en va de même 
si l'on remplace E par une courbe projective intègre et lisse sur un corps k. En fait la 
jacobienne possède souvent des propriétés de finitude agréables et contient en réalité une 
grande partie de l'information réellement utile fournie par le schéma de Picard. Sur une 
base quelconque la situation est naturellement plus complexe car on ne dispose plus d'un 
élément neutre mais d'une section neutre. La première idée qui vient à l'esprit est de 
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considérer la composante connexe de l'élément neutre dans chaque fibre (c'est un ouvert 
de la fibre) et d'appeler jacobienne la réunion de toutes ces composantes. Le problème 
est qu'il n'est pas évident a priori que cette construction fournisse un ouvert du foncteur 
de Picard. Lorsque ce dernier est représentable par un schéma, on peut appliquer le 
corollaire IV (15.6.5) des EGA ([HO]) sur la composante connexe des fibres le long d'une 
section. Mais il ne s'applique pas tel quel lorsque nous avons affaire à un espace algébrique. 
Notre premier travail a donc été de généraliser ce résultat au cas des espaces algébriques 
afin de s'assurer que la construction décrite précédemment fournirait bien un sous-espace 
algébrique ouvert Pic^y S du foncteur de Picard. 

Une fois la jacobienne définie, il semble naturel d'espérer qu'elle soit propre sur S 
lorsque X est lisse par exemple. Ceci est en effet vrai lorsque X est un schéma (cf. 
34J 5.20). Nous avons fait un premier pas vers l'obtention de cette propreté en démontrant 
le résultat lorsque X est un champ algébrique normal sur un corps. 

Théorème 14.2.21 On suppose que 3s est un champ algébrique propre, géométriquement 
normal et cohomologiquement plat en dimension zéro sur Spec/c. Alors la composante 
neutre Pié^^ k du schéma de Picard est propre sur k. 

Il suffirait maintenant de relier la propreté de Pic 1 ^- i s à la propreté de chacune de ses 
fibres pour en déduire que Pic^r j S est propre dès que est lisse sur S. Nous espérons 
aboutir bientôt à ce résultat. 

Quelques exemples 

Nous avons essayé de voir à travers deux exemples comment l'ajout d'une « structure 
champêtre » à un schéma modifie son foncteur de Picard. 

Le premier exemple que nous considérons est celui du champ des « racines n levaes d'un 
faisceau inversible ». On fixe un schéma X, un faisceau inversible Jzf sur X et un entier 
n strictement positif. On peut associer à ces données un champ [Jzf ™] qui classifie les 
faisceaux inversibles M munis d'un isomorphisme de vers Jzf. Alors [Jgf »] est une 

Un-gerbe sur X, et son foncteur de Picard s'obtient à partir de celui de X en lui adjoignant 
d'une manière très naturelle une racine n leme de la classe du faisceau ££ . 

Plutôt que de mettre une structure champêtre sur le schéma X tout entier, on peut 
aussi ajouter à une courbe une structure de /i r -gerbe en quelques points isolés. C'est 
ce que font Abramovich et Vistoli dans [5]. En essayant de compactifier l'espace des 
morphismes stables d'une courbe nodale C vers un champ de Deligne-Mumford X fixé, 
ils se sont aperçus qu'aux points limites il était nécessaire d'autoriser une telle structure 
en les nœuds de C, et même en des points marqués. Une courbe tordue d'Abramovich et 
Vistoli ressemble à quelque chose comme ceci : 




où les « gros » points signalent la présence d'une action d'un groupe cyclique \i r . Nous 
décrivons dans la section 15.31 le foncteur de Picard d'une courbe tordue lisse. 



11 



Annexe 

Cette dernière partie est un peu différente des autres dans la mesure où elle ne concerne 
a priori pas du tout le foncteur de Picard. C'est ce qui lui a valu l'appellation d'« annexe » 
mais en réalité elle aurait tout aussi bien pu se trouver tout au début et porter le nom de 
« résultats préliminaires sur la cohomologie lisse-étale », ce qui aurait d'ailleurs été plus 
cohérent d'un point de vue purement logique. Nous invitons donc le lecteur soucieux de 
respecter l'ordre logique des propositions à commencer sa lecture par là. 

Cette annexe trouve essentiellement sa raison d'être dans le manque de références 
sur la cohomologie lisse-étale des champs algébriques. Au hl de nos interrogations sur le 
foncteur de Picard (et particulièrement sur sa description cohomologique), nous avons 
naturellement été amené à utiliser des propriétés des groupes de cohomologie qui « ne 
pouvaient qu'être vraies » (sans quoi les définitions auraient pu être qualifiées de mau- 
vaises et définitivement abandonnées) mais pour lesquelles il ne semble pas exister de 
référence. Il est bon par exemple de vérifier (cf. (|A.1.1.9jl ). une fois construits les groupes 
de cohomologie lisse-étale d'un champ algébrique qu'ils coïncident avec les groupes 
de cohomologie étale de JT lorsque X est un schéma (ou plus généralement un champ de 
Deligne-Mumford) . Il convient également de vérifier que si & est un faisceau lisse-étale 
abélien sur % et si / : 3£ — > & est un morphisme de champs algébriques, alors le fais- 
ceau image directe supérieure R q f„J^ est bien, comme on le pense, le faisceau associé au 
préfaisceau qui à tout ouvert lisse-étale (U, u) de <3f associe le ç ieme groupe de cohomolo- 
gie de U à valeurs dans ^$rx&u- Contrairement à ce que l'on pourrait croire au 
premier abord, cette dernière propriété n'est pas une conséquence immédiate de l'étude 
générale proposée dans SGA4, ceci à cause d'un défaut de fonctorialité du topos lisse-étale 
des champs algébriques (le foncteur / _1 n'est pas toujours exact). Ce défaut de fonctoria- 
lité a pour conséquence fâcheuse que la « machine » SGA4 ne s'applique pas toujours et 
qu'il faut par conséquent travailler un peu plus finement pour obtenir un certain nombre 
de propriétés d'apparence pourtant élémentaire sur la cohomologie lisse-étale des champs 
algébriques. Ce travail a été fait en grande partie par Olsson et Laszlo pour le cas des 
faisceaux quasi-cohérents (voir [15]) ° u des coefficients finis (voir [37]). Mais les faisceaux 
abéliens qui ne jouissent pas d'une telle structure ont pour l'instant été laissés de côté. 

Or le faisceau abélien que l'on rencontre le plus souvent lorsque l'on s'intéresse au 
foncteur de Picard n'est pas quasi-cohérent : il s'agit de G m . Nous avons donc été amené 
à démontrer au fil de nos travaux diverses propriétés. Leur nombre croissant nous a fina- 
lement conduit à les regrouper dans un chapitre à part. Cette annexe est donc une sorte 
de « fourre-tout » cohomologique qui, bien loin de prétendre à l'exhaustivité, se contente 
au contraire de répondre aux strictes exigences des autres chapitres. Nous espérons tout 
de même que nous aurons ainsi contribué à combler une lacune de la littérature existante. 
Nous renvoyons à l'introduction de ladite annexe pour un exposé plus détaillé des pro- 
priétés que le lecteur intéressé pourra y trouver. Signalons juste l'introduction d'un site 
un peu plus gros que le site lisse-étale, le site lisse-lisse champêtre, qui induit le même 
topos mais se comporte de manière un peu plus agréable à certains égards (notamment 
vis-à-vis des images directes). Il nous a rendu de fiers services et pourra sans doute encore 
se montrer utile. 

Conventions 

Suivant |38j . sauf mention expresse du contraire, tous les champs algébriques (a fortiori 
tous les schémas et tous les espaces algébriques) seront quasi-séparés. Un champ « algé- 
brique » non-quasi-séparé, Le. un champ dont la diagonale est représentable et localement 
de type fini, et qui admet une présentation lisse, sera dit préalgébrique. 



Chapitre 1 

Foncteurs de Picard 



En 1965, c'est-à-dire quatre ans avant la parution des premiers articles fondant la théo- 
rie des champs, Mumford publie l'article [42] . Il définit en particulier une notion de faisceau 
inversible sur un « problème de modules » ./#. Un tel faisceau inversible est la donnée d'un 
faisceau inversible sur S pour toute famille de courbes X —s- S, et d'isomorphismes de 
transition entre ces faisceaux inversibles vérifiant une condition de compatibilité naturelle. 
Bien que le champ considéré par Mumford se trouve être algébrique, on voit bien que cette 
condition n'est en rien nécessaire et que la notion de faisceau inversible prend un sens sur 
un champ quelconque. Mumford définit ensuite le groupe de Picard de ^# comme étant 
le groupe des classes d'isomorphie de faisceaux inversibles sur montre que ce groupe 
est isomorphe au groupe iî 1 (^,<G m ), puis le calcule à titre d'exemple dans le cas où M 
est le champ ^#1,1 des courbes elliptiques. 

La notion de faisceau inversible sur un champ est devenue aujourd'hui commune. Nous 
présentons dans une première section différentes réalisations de la catégorie des faisceaux 
inversibles sur un champ (parfois algébrique) et nous montrons l'équivalence entre ces 
différents points de vue. Puis nous définissons le groupe de Picard d'un champ et nous 
en donnons une interprétation cohomologique. Nous suivons ensuite Grothendieck pour 
définir les foncteurs de Picard relatifs d'un champ et nous comparons (cf. thm. (|1.2.3.1jl ) 
les différents foncteurs obtenus. Nous introduisons enfin le champ de Picard, c'est-à-dire 
le champ des faisceaux inversibles, et tentons de démêler les liens étroits qui l'unissent au 
fonctcur de Picard. Cette partie s'achève sur des propriétés de commutation aux limites 
inductives ou projectives. 

1.1 Groupe de Picard d'un champ 

1.1.1 Différents visages des faisceaux inversibles 

Suivant Mumford (cf. [12] p. 64), nous adoptons la définition ci-dessous. 

Définition 1.1.1.1 Soit X un S-champ. On note p son morphisme structural. Un fais- 
ceau inversible L sur 3£ est la donnée de : 

(i) pour tout U G ob (AS/ S) et tout x G ob 3Kxj> un faisceau inversible L(x) sur U ; 

(ii) pour toute flèche ip : y — >■ x dans X , un isomorphisme 



L(<p):L(y) *p(<p)*L(x) ; 
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vérifiant la condition de compatibilité suivante : si (p : y > x et ip : z y sont deux 
flèches composables, on a 

(modulo un isomorphisme canonique que nous nous dispenserons d'écrire). 

Exemple 1.1.1.2 On définit le faisceau trivial G se en posant Gse{x) = G p i x \ = Gy pour 
tout objet x de 3£ et G se (ip) = id@ . . pour toute flèche i/ 1 : y > x. 

Un morphisme entre deux faisceaux inversibles est simplement une collection de mor- 
phismes compatibles avec les isomorphismes de changement de base. 

Définition 1.1.1.3 Soient L et M deux faisceaux inversibles sur 3£ . Un morphisme 
$ : L —s- M est la donnée pour tout i g obJT d'un morphisme 

$(x) : L(x) >- M(x) 

tel que pour tout <p : y ~~ x dans ' , le carré suivant commute (où <p = p(ip) ) : 



Y 



On obtient de cette manière une catégorie Inv(^T) des faisceaux inversibles sur 3£ . 
On notera Inv'(^) la sous-catégorie de Inv(^) dans laquelle on ne garde que les iso- 
morphismes. Dans le cas où est algébrique, on peut aussi voir un faisceau inversible, de 
manière peut-être plus naturelle, comme étant un G se -module localement libre de rang 1 
sur le site lisse-étal^] de X défini dans [3H] en (12.1), où G se désigne cette fois le faisceau 
structural de 35 défini dans loc.cit. en (12.7.1). En fait, la proposition suivante montre 
que ces deux constructions sont équivalentes. On rappelle qu'un i^^-module est dit 
localement libre de rang 1 si pour tout ouvert lisse-étale (U,u) de 3£ , le Gjj ét -module 
^u,v est localement libre de rang 1. Cela équivaut à dire qu'il existe une présentation 
P : X 35 de 35 telle que le <^Xé t - m °dule Mx.p soit isomorphe à Gx ét - Un tel G se- 
module est en particulier cartésien au sens de [35] (12.7.3) d'après la proposition (13.2.1) 
du même ouvrage. 

Proposition 1.1.1.4 Soit 35 un S -champ algébrique. On a une équivalence naturelle de 
catégories entre la catégorie Inv(^T) des faisceaux inversibles sur 35 et la catégorie des 
G % -modules localement libres de rang 1 sur le champ algébrique annelé [35 ', G se)- 

Démonstration. Soit ^# un G se -module localement libre de rang 1 pour la topologie 
lisse-étale sur 35 . Pour tout U E ob (Aff/S) et tout morphisme u : U :~ 35 , on pose 

M(u) = (lt*.<#)zar- 

Les isomorphismes de changement de base M(v) — > tp*M(u) se définissent de manière 
évidente. On vérifie facilement que M ainsi construit est bien un faisceau inversible, et 



J La définition du site lisse-étale est rappelée en annexe. 
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que cette construction se prolonge de manière naturelle en un foncteur F de la catégorie 
des -modules localement libres de rang 1, vers la catégorie Inv(Jf). 

Réciproquement, étant donné un système (M(u), M(ip)), montrons comment cons- 
truire un ^ar-module localement libre de rang 1. D'après le lemme (12.1.2) de [35], il 
suffit de le construire sur le site Lis-ét fiK"), dont les objets sont les (U,u) de Lis-ét(i£") 
avec U G ob(Aff/S), et où les familles couvrantes sont les familles finies de morphismes 
qui forment une famille couvrante dans Lis-ét(^T). Pour un tel (U,u), on pose 

J({U,u) = T(U,M{u)). 

Les flèches de restriction sont définies de manière évidente à partir des isomorphismes 
M((p). Remarquons que pour tout ouvert lisse-étale (U,u) de le faisceau étale ^u,u 
n'est autre que e*M(u), où e est le morphisme naturel de topos de U& dans J7 za rO 

Le foncteur G ainsi défini est clairement un inverse à gauche de F. Il reste à montrer 
que c'est un inverse à droite. On part d'un faisceau inversible M donné par un système 
(M (u) , M (ip)) , et on lui associe ^# = G(M). Il faut montrer que pour tout U <E ob (Aff/S) 
et tout m g ob 3€\jt M(u) est canoniqucment isomorphe à Pour ce faire, il suffit de 

montrer que pour tout ouvert (V, v) de Lis-ét (Z7), (u*J#)v,v est canoniqucment isomorphe 
à M{u) v ,v = v*M(u). Or 

où la limite inductive est prise sur l'ensemble des diagrammes 2-commutatifs 




où (U',u') G ob Lis-ét («%T). Pour un tel diagramme, la définition de j$ et le fait que 
(U',u') soit un ouvert lisse-étale montrent que ~^fu',u' — M(u'). Alors grâce aux iso- 
morphismes de changement de base sous-jacents à M , on obtient un isomorphisme entre 
f*^U',u' et v*M(u), donc (u*~dT)v,v — v*M(u), ce qui montre le résultat attendu. □ 

Remarque 1.1.1.5 Si S£ = X est un 5-espace algébrique, l'équivalence de catégories 

Mod qcoh (^ x J — Mod qcoh (^x 11B _ 6t ) 

mentionnée dans [38j (13.2.3) induit une équivalence entre la catégorie Inv(^T) définie 
ci-dessus et la catégorie des faisceaux inversibles sur X au sens étale. 

En particulier si X est un S'-schéma on a une équivalence de catégories naturelle entre 
la catégorie Inv {$£") et la catégorie des faisceaux inversibles sur X au sens de Zariski. 

Le résultat ci-dessous découle de l'étude de la descente fidèlement plate des modules 
quasi-cohérents proposée dans [3HJ . Nous ne l'énonçons que pour le cas particulier des fais- 
ceaux inversibles car c'est là l'objet principal de notre étude, mais en réalité le paragraphe 
(13.5) de 38J montre qu'il est encore valable tel quel en remplaçant « faisceau inversible » 
par « module quasi-cohérent ». Il nous sera surtout utile lorsque le morphisme / est une 
présentation de 2£ par un espace algébrique ou un schéma. 



2 Le foncteur e* induit une équivalence de catégories entre les faisceaux inversibles sur U au sens étale et 
les faisceaux inversibles au sens de Zariski. À partir de maintenant nous identifierons ces deux catégories. 
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Proposition 1.1.1.6 (|38j (13.5)) Soit f : <3f — »■ 2£ un morphisme fidèlement plat de 
champs algébriques, que l'on suppose de plus quasi-compact ou localement de présentation 
finie. Alors la catégorie des faisceaux inversibles sur 3£ est équivalente à la catégorie 
suivante. Un objet est un couple (Jz? , a) où Jz? est un faisceau inversible sur <3/ et a : 
plJzf — est un isomorphisme tel que, à des isomorphismes canoniques près, (P23 a )° 
(Pi2 a ) = Pi3 a - Un morphisme de (Jzf, a) vers (^#, 0) est un morphisme 7 : Jz? ^£ 
tel que (jp^pf) o a = /3 o (f>*7). 

Démonstration. Avec les notations de [38] (13.5), la catégorie décrite ci-dessus est équi- 
valente à la catégorie des û<gr t -modules quasi-cohérents cartésiens et localement libres de 
rang 1. Par (13.5.5), le morphisme / est de descente cohomologique effective, et donc 
par (13.5.4), il induit une équivalence de catégories entre la catégorie des -modules 
quasi-cohérents et la catégorie des -modules quasi-cohérents cartésiens. Il est clair que 
cette équivalence de catégories préserve les faisceaux inversibles. □ 

Les faisceaux inversibles comme morphismes de S* dans BG m . 

Si S" et sont deux S'-champs algébriques, Hom(S",^) est la catégorie dont les 
objets sont les 1-morphismes de S£ vers W et dont les flèches sont les 2-isomorphismes 
entre les 1-flèches. On rappelle aussi que l'on note BG m le S'-champ dont la fibre en U est 
la catégorie des G m -torseurs sur U. 

Proposition 1.1.1.7 La catégorie ïnv'(SP) des faisceaux inversibles sur Sf est équiva- 
lente à la catégorie Hom(^T,BG m ). 

Démonstration. Un morphisme F : 5£ BG m est la donnée pour tout U G ob (Aff/S) 
et pour tout x € ob Sfu d'un G m -torseur F(x) sur U, ces données étant de plus compatibles 
au changement de base. Autrement dit pour toute flèche ip : V — >■ U dans (Aff/S) et pour 
tout ï £ ob Sfcxji on se donne un isomorphisme F(ip, x) : F(ip*x) = F(x o <p) —s- tp*F(x). 
Le résultat découle donc simplement du fait que la donnée d'un G m -torseur sur U est 
équivalente à la donnée d'un faisceau inversible sur U. □ 

1.1.2 Description du groupe de Picard 

On définit de manière naturelle le produit tensoriel de deux faisceaux inversibles en 
posan10 : 

(L®M)(x) = L(x) ® M(x), 

(L ® M)(ip) = L{tp) » M(ip). 

On vérifie alors que le produit tensoriel préserve les classes d'isomorphie, que le faisceau 
structural G se est neutre, et que tout faisceau inversible a un inverse donné par : 

L- X {x) =L(x)- 1 = Jfom(L(x),ûu) 

et I/ _1 (iy9) est induit par L(ip). Il est clair que ce produit tensoriel coïncide avec le produit 
tensoriel des faisceaux quasi-cohérents via les équivalences de catégories ci-dessus. On 
peut alors poser la définition suivante. 

Définition 1.1.2.1 On appelle groupe de Picard de S£ l'ensemble PicSf des classes d'iso- 
morphie de faisceaux inversibles muni de la loi de groupe induite par le produit tensoriel. 

3 II est préférable de procéder ainsi plutôt que de considérer le produit tensoriel des faisceaux localement 
libres de rang 1 sur le site lisse-étale d'un champ algébrique, car ce dernier n'aurait plus de sens sur un 
champ quelconque. 
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Remarque 1.1.2.2 Si SE est un schéma ou un espace algébrique, la remarque (|1.1.1.5|) 

montre que l'on retrouve ainsi le groupe de Picard usuel. 

Fonctorialité Soit F : SE — ^ ^ un morphisme de champs algébriques, et soit L un 
faisceau inversible sur W . On définit l'image inverse F* L de L en posant pour tout x G 
ob SE, F*L(x) = L{F{x)), et pour tout <p : y -> x dans SE, F*L(cp) = L{F{<p)). On 

vérifie que F*L ainsi défini est bien un faisceau inversible sur SE . Le foncteur F* se définit 
de manière tout aussi évidente sur les flèches. De plus il préserve le produit tensoriel, donc 
il induit un morphisme de groupes PicF : Pic^ —>■ Pic SE ' . 

Remarque 1.1.2.3 Via l'équivalence de catégories lf ,f .1.41 le foncteur F* défini ci-dessus 
correspond au foncteur image inverse défini au chapitre 12 de |38) . 

La description cohomologique traditionnelle du groupe de Picard est encore valable. 

Proposition 1.1.2.4 Soit SE un S-champ algébrique. Alors : 

PicJT ~ H l {SE,G m ), 

où H 1 (SE ,G m ) est le premier groupe de cohomologie du faisceau G m sur SE muni de la 
topologie lisse-étale calculé au sens des foncteurs dérivés. 

Démonstration. Soit T —>■ SE une présentation de SE . On reprend ici les notations 
de l'annexe (|A.1.4p qui précèdent le théorème (|A.1.4.1|) . On considère en particulier le 
premier groupe de cohomologie « à la Cech » associé à cette présentation : 

H\H°(T',G m )) = Ker fi"PÎ3+PÎ 2 ) 
Im(pï-p|) 

En observant que pour tout i, G m (T î ) = Aut(<?? T i), on voit que se donner un 1-cocycle 
de Cech à valeurs dans <G m revient à se donner une donnée de descente sur Ût, et que 
deux telles données de descente gi,g2 définissent le même élément dans H 1 (H°(T*, G m )) 
si et seulement si (^t,<7i) et {0T,g-i) sont isomorphes dans la catégorie des faisceaux 
inversibles sur T munis d'une donnée de descente relativement à T — SE. Compte tenu 
de l'équivalence (|1.1.1.6p entre cette catégorie et la catégorie des faisceaux inversibles sur 
SE, on voit que le groupe iî 1 (if°(r , I G m )) s'identifie à l'ensemble des classes d'isomorphie 
de faisceaux inversibles sur SE dont l'image inverse sur T est isomorphe à Ût, donc 
au groupe Ker(Pic(^T) — >■ Pic(T)). De plus cet isomorphisme est fonctoriel en T. En 
passant à la limite inductive, on obtient un isomorphisme 

limtf 1 (iï (T , ,(G m )) ~ PicJT, 

où la limite inductive est prise sur l'ensemble des présentations lisses T —>■ SE de SE. 
On dispose par ailleurs de la suite exacte en bas degrés associée à la suite spectrale de 
descente (jA.1.4.1[) : 

^ H 1 (H°(T' ,G m )) H\SE,G m ) H°(H 1 (T',G m )). 

Cette suite exacte étant fonctorielle en T, on voit que les injections des H 1 (H° (T' , G m )) 
dans H 1 (SE ,& m ) induisent un morphisme injectif 

limH 1 {H°(T',G m )) H\SE,G m ). 
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Pour conclure, il ne reste plus qu'à montrer, vu la suite exacte en bas degrés ci-dessus, 
que pour tout x G H (i2T,G m ), il existe une présentation T — >- S£ telle que l'image de 
x dans fl" 1 (T, G m ) soit nulle. Soit —s- G m — >■ J' —s- £2 — une suite exacte de 
faisceaux abéliens, avec J' injectif. On a alors un diagramme commutatif 

H°(,r,y) — ^H°(3r,g) — ►jT 1 (.r,G m ) — >h\x,j) = o 

Y Y Y 
H°(T, y lT ) - H° (T, B w ) H 1 (T, G m ) 

dans lequel les lignes sont exactes. Soit s G H° (<&,£!) un antécédent de x. Comme i? 
est le faisceau quotient ,J? /G m on sait par définition du faisceau associé à un préfaisceau 
que s provient localement de J?. Autrement dit il existe une présentation de X telle que 
S| T € H°(T, £l\ T ) provienne de H°(T,^ T ), auquel cas l'image de x dans iî 1 (T, G m ) est 
nulle, conformément à nos exigences. □ 



1.2 Les foncteurs de Picard relatifs 
1.2.1 Définitions et premières propriétés 

Définition 1.2.1.1 Soit X un S-champ. Le fondeur de Picard naïf de X j S est le fonc- 

(Sch/S) —> (Gr) 



Pic,sr : 



T i — >Pic(JTx s T) 



Le foncteur de Picard naïf (parfois aussi appelé foncteur de Picard absolu, même si 
cette terminologie peut sembler étrange dans la mesure où il dépend évidemment de S) 
ayant aussi peu de chances d'être représentable que dans le cas des schémas, on définit 
encore des foncteurs de Picard relatifs obtenus par faisceautisation relativement à des 
topologies de plus en plus fines. 

Définition 1.2.1.2 Nous noterons P,% /s le foncteur suivant : 

' (Sch/S) — ► (Gr) 

T i — > Pic(JT x s T)/Pic(T) 



Par /s '■ 



Nous noterons Pic, r/S (Zar) (resp. Pic 2r/s( É t )> Pic .sr/S(fp P f)J le faisceau associé à P x /s 
pour la topologie de Zariski (resp. étale, fppf). 

Remarque 1.2.1.3 Nous avons donc cinq foncteurs de Picard avec des morphismes natu- 
rels Pic, r -> P^/s -> Pic^/s (Zar) -> Pic^/g^ -> Picar/s(fp pf ), et il est facile 
de voir que les trois derniers sont les faisceaux associés, pour la topologie indiquée, à 
chacun des foncteurs précédents, y compris le foncteur de Picard absolu Pic.gr. 

Remarque 1.2.1.4 II est tout aussi formel de voir que si Pic^r/5 désigne l'un des cinq 
foncteurs définis ci-dessus, alors 

Picsr/sCn - Pic($rx s T)/T(T). 
En particulier la formation de ces foncteurs commute au changement de base. 
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Remarque 1.2.1.5 On peut d'ores et déjà comparer les groupes de sections de ces dif- 
férents foncteurs dans quelques cas particuliers grâce à la remarque de topologie sui- 
vante. Supposons que U soit un S-schéma affine tel que, pour toute famille couvrante 
(Ui — U)i£i pour une certaine topologie (Top), il existe un indice i G I tel que le 
morphisme Ui — U ait une section. Alors le morphisme Pic^r(f/) — >■ Pic^yg (t op ) (U) 
est un isomorphisme. Ceci est vrai en particulier pour la topologie de Zariski lorsque 
U = SpecA est le spectre d'un anneau local. On obtient donc dans ce cas un isomor- 
phisme : 

Pic ir (A) (A). 

Si A est un anneau local strictement hensélien, la condition précédente est vérifiée pour 
U = Spec A avec la topologie étale, d'où un isomorphisme : 

Picar(A) -^*Pic^ /s(Ét) (A) . 

Il en va encore de même lorsque U est le spectre d'un corps algébriquement clos pour la 
topologie (fppf). 

Proposition 1.2.1.6 Soit 3£ un S-champ algébrique. Alors pour tout S-schéma T : 

Pic^/s(fppf)(T) ^ H^(T,R l f^G m ). 

Démonstration. D'après la proposition (|A.1.6.1[) appliquée au morphisme Jt ■ 3&t = 
1" xjT — ^ T la restriction au site étale de T du faisceau R 1 /T*G m est le faisceau étale 
associé à 

Ul ^H 1 {5C T x T U,G m ) = Vyc Xt {U) . 

Donc (i? 1 /T*G m )ât = Pic^v/T (Ét) e * en P ar ticulier 

^(T^Vr^Gm) = Pic^ T/T(Ét) (T) = Pic^ /s(Ét) (T). 

On obtient la seconde assertion en appliquant exactement le même raisonnement pour la 
topologie fppf. On utilise (|A.2.1.4|I au lieu de (|A.1.6.1| . □ 

1.2.2 Morphismes cohomologiquement plats en dimension zéro 

Afin de comparer ces différents foncteurs, comme dans le cas des schémas, la notion 
de morphisme cohomologiquement plat en dimension zéro nous sera utile. Commençons 
par remarquer que si F : 3£ — W est un morphisme de champs algébriques, on a un 
morphisme naturel 

F i : û& -h- F,û x . (1.1) 

En effet, compte tenu des définitions, un tel morphisme correspond à la donnée, pour tout 
ouvert lisse-étale (U,u) de W\ d'un morphisme 6\j > lim</J*^V où la limite projective 
est prise sur l'ensemble des carrés 2-commutatifs 
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avec (V, v) £ obLis-ét(JT). Pour chaque (U,u), on prend le morphisme de ûjj vers 
lump^ûv induit par le système compatible des ffjj —>■ ip*ûy 

Définition 1.2.2.1 On dit qu'un morphisme de champs algébriques F : 36 — >■ & est 

cohomologiquement plat en dimension zéro s'il est plat et si le morphisme ci-dessus 
est un isomorphisme universellement. 

Remarque 1.2.2.2 On rappelle que si 36 est un champ algébrique, et si & est un 
faisceau sur S£ , on définit l'ensemble des sections globales de par 

v(36,&) =r(s, (A^) SM ), 

où A : 36 —s- S est le morphisme structural de 36. Alors si F : 36 <36 est cohomo- 
logiquement plat en dimension zéro, il résulte des définitions que 

On en déduit 

Aut(^r) = Aut(^). 

Remarque 1.2.2.3 Un morphisme cohomologiquement plat en dimension zéro est sur- 
jectif. En effet, montrons que pour tout point s : Specfc — >■ de W , la fibre 36 s de 36 
au-dessus de s est non vide. Le morphisme 36 s — ^ Spec k est encore cohomologiquement 
plat en dimension zéro et en particulier on a T(36 s , â sc s ) = r(Spec/c, ^spocfe) = k. L'as- 
sertion résulte alors du fait qu'un champ algébrique est vide si et seulement si l'anneau 
de ses sections globales est réduit à zéro. 

Remarque 1.2.2.4 On déduit de la remarque précédente que si S est un schéma et 
/ : 36 — >■ S un morphisme localement de présentation finie et cohomologiquement 
plat en dimension zéro de S'-champs algébriques alors / a une section localement pour la 
topologic (fppf) sur S. On vient en effet de voir que / est surjectif, donc il est fidèlement 
plat. Soit S' —>■ 36 une présentation de 36 par un schéma. Alors la famille (S' — >- S) 
est une famille couvrante pour la topologie (fppf), et il est clair que le morphisme induit 
par / sur S" a une section. 

Remarque 1.2.2.5 La notion de platitude cohomologique est intimement liée à la conne- 
xité des fibres géométriques. En effet on peut montrer que si 36 est cohomologiquement 
plat en dimension zéro sur '36, ses fibres sont géométriquement connexes. Il suffit pour 
cela de montrer que 36 est connexe dans le cas où *36 est le spectre d'un corps L. C'est 
immédiat puisque l'anneau T(36 , 6 '%■) est alors isomorphe à L, donc intègre. 

Remarque 1.2.2.6 Réciproquement, dans le cas où le morphisme / est propre et plat, il 
suffit que les fibres de 36 soient géométriquement connexes et géométriquement réduites 
pour que 366 soit cohomologiquement plat en dimension zéro sur W . En effet, commençons 
par montrer que pour tout point géométrique y : Spec fl ~~ & de '36, l'anneau H (36 y ) 
des fonctions globales sur la fibre géométrique 36 y est égal à fi. D'après le théorème 
de finitude pour les morphismes propres, c'est une algèbre de dimension finie sur f2. 
Comme 36 y est connexe et réduit, Spec7J°(,£^) l'est aussi, donc c'est le spectre d'un 
corps (puisqu'il est par ailleurs fini sur fi). Comme f2 est algébriquement clos on a bien 
H a (36 y ) — il. Ceci prouve en particulier que la fonction qui à y associe dim K (y)H°(36 y ) 
est constante sur W . On en conclut avec les résultats classiques sur la cohomologie et 
les changements de base que le morphisme /" : ûgr f*Ggc est un isomorphisme (au 
moins lorsque 36 est noethérien et réduit). 
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Le lemme suivant donne un critère de « trivialité relative » pour un faisceau inversible 
sur un <ty -champ algébrique X cohomologiquement plat en dimension zéro. 

Lemme 1.2.2.7 Soit f : X > <ty un morphisme quasi-compact et cohomologiquement 
plat en dimension zéro de S-champs algébriques. Soit if un faisceau inversible sur X . 
Les propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) Le morphisme naturel d 'adjonction 

: ff*Sf if 

est un isomorphisme. 

(2) Il existe un faisceau inversible ^ sur & tel que f*..4t soit isomorphe à if. 

Démonstration. Pour montrer l'implication (1) (2), il suffit de montrer que le faisceau 
/*if est inversible. Par 38J (13.2.6) (iii), on sait déjà que c'est un faisceau quasi-cohérent, 
et vu l'hypothèse ci-dessus, son image par /* est un faisceau inversible. De plus / est 
un morphisme fidèlement plat et quasi-compact, donc par descente fidèlement plate (cf. 
(|1.1.1.6p ) on en déduit que /*if est inversible. 

Pour la réciproque, considérons tout d'abord le cas où if est le faisceau structural 
Gsc- Le morphisme /" : — >■ f*@sc est un isomorphisme par hypothèse, et son adjoint 
f* ûa/ 6 se en est évidemment un aussi. De plus le diagramme 



/*(/«) 



commute, ce qui prouve que ae x est un isomorphisme. 

Le cas où if est trivial s'en déduit immédiatement. Dans le cas général, soit yfâ un 
faisceau inversible sur & tel que if soit isomorphe à /*^#, et soit 7r : Y -~ <3f une 
présentation de W telle que -k*^ soit trivial. On note X' le champ algébrique obtenu 
par changement de base. 



X' 



/' □ 

Y 

Y 



X 



y 



Notons tp le morphisme naturel de 7r*/*if vers /*7r'* if. On a de manière purement for- 
melle un diagramme commutatif : 



/'*7T*/*if 




/'*/:(7r'*if) 




7r'*i*. 



Or a,r'*^f est un isomorphisme d'après le cas précédent puisque n'* if est trivial. Par 
ailleurs, comme tt est plat, le morphisme ip est un isomorphisme en vertu de la proposi- 
tion HA. 1.7.4)) . ce qui montre que ir'*a^ est un isomorphisme. Enfin, en utilisant la théorie 
de la descente fidèlement plate des modules quasi-cohérents (cf. [38] (13.5)), on en déduit 
que a _j? est un isomorphisme. □ 
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1.2.3 Le théorème de comparaison 

Le théorème suivant permet de comparer les différents foncteurs de Picard d'un champ 
algébrique. Il généralise [31] 2.5. 

Théorème 1.2.3.1 Soit f : 3£ — >■ S un S-champ algébrique cohomologiquement plat 
en dimension zéro. Alors les morphismes naturels 

^X/S >■ r^X/s (Zar) *- FlCgr/g (É t) 

sont injectifs, et le morphisme naturel 

Vlc x/s (Ét) * F[c $r/s (fppf) 

est un isomorphisme. Si de plus f a une section localement pour la topologie de Zariski, 
alors %2 est un isomorphisme. Enfin si f a une section, i\ est lui aussi un isomorphisme. 

Démonstration. Soit T un 5-schéma. La suite spectrale de Leray 

induit la suite exacte longue en bas degrés suivante : 

> H\T,f T *G m ) > J ff 1 (JT T ,G ra ) > ^(T.tf/r^) > 

>■ H (T, /T*G m ) ■ >■ H (JT T ,G m ) 

(où tous les calculs sont effectués pour la topologie lisse-étale sur le champ algébrique 
considéré. En particulier lorsqu'il s'agit d'un schéma, cela revient d'après (|A.1.1.9|I à cal- 
culer sa cohomologie pour la topologie étale.) Le morphisme / étant cohomologiquement 
plat en dimension zéro, on a /-r*G m = G m . D'après les propriétés précédentes, le début 
de la suite exacte ci-dessus fournit la suite exacte : 

-> Pic(T) Pic(jrr) — Pic^ /s(Ét) (T) 

ce qui montre que le morphisme naturel Px/s P"* c ar/s(Ét) es ^ hijectif. Il en résulte, 
d'une part, que le morphisme naturel Pgc/s ~~ Pic^/S (z»r) est injectif, et d'autre part, 
en appliquant le foncteur « faisceau associé pour la topologie de Zariski », que le mor- 
phisme naturel Pic^/g (Zar) — >- Pi c ^-/s(Ét) es ^ hijectif. En effet, ce foncteur est exact 
(c'est un fait général dans le cadre des topologies de Grothendieck) et laisse Pic^- , s ^t) 
invariant puisque c'est déjà un faisceau pour la topologie de Zariski. 

Dans le cas où / a une section, le morphisme induit par / de H 2 (T, /T*G m ) vers 
H 2 (%r, G m ) a une rétraction, donc il est injectif. Mais alors la flèche de H°(T, iî 1 /T*G m ) 
vers H 2 (T, /r*G m ) est nulle, et donc fl" 1 ^, G m ) H°(T, R 1 f T *G m ) est surjectif, 
d'où une suite exacte courte : 

— Pic(T) Pic(jr T ) Pic^ /s(Ét) (T) -> 

ce qui montre que i% o : P^/s ^' IC % / s (Ét) es ^ un isomorphisme, et donc ii et i\ 
sont aussi des isomorphismes. 

Si / a une section localement pour la topologie de Zariski, montrons que 



PiCâf/S(Zar) C ^PÏC 
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est un isomorphisme. Comme il s'agit d'un morphisme entre deux faisceaux pour la topo- 
logic de Zariski, la question est locale pour cette topologie et l'on peut supposer que / a 
une section, ce qui nous ramène au cas précédent. 

Il nous reste à montrer que Pic^^ s ^t) ^' IC X /s (fppf) es t un isomorphisme. On a un 
diagramme commutatif dans lequel les lignes sont les suites exactes de bas degré associées 
aux suites spectrales de Leray pour la cohomologie lisse-étale et pour la cohomologie fppf : 

H 1 (T, G m ) î -ff 1 (iKi-,G m )-^H (T,i2 1 /r.G m )-^H 2 (T,G m ) H 2 (^ T ,G m ) 



Hp\(T, G m ) - H^Xt, G m ) — H^T, flV&Gm) — fl* (T, G m ) - H^ T , G m ). 

Le diagramme ci-dessus tient compte du fait que, par platitude cohomologique, /T*G m = 
G m et /£*G m = G m . Comme G m est un groupe lisse sur la base, le théorème (|A.2.2.5|) 
nous dit que les deux flèches verticales de gauche et les deux flèches verticales de droite 
sont des isomorphismes. D'après le lemme des 5, celle du milieu en est un aussi. Or d'après 
(|f ,2.i.6p cette flèche est précisément le morphisme Pic^-, s (T) — ^ Picx/s (fppf)CO- 
□ 

Remarque 1.2.3.2 On peut démontrer que le morphisme Pic^-y s ^t) ~ *■ Pi c .sr/S (fppf ) 
est injectif d'une manière plus directe, sans utiliser la cohomologie fppf Voici comment. 
On note P le foncteur Pic_^y S ^t)- Il faut montrer que si (Ui — >- U) est une famille 

couvrante pour la topologie (fppf), alors le morphisme P(U) > TTP([/j) est injectif, 

i 

autrement dit que P est un préfaisceau séparé pour la topologie (fppf). Vu que P est un 
faisceau pour la topologie de Zariski, il suffit clairement de traiter le cas d'une famille 
couvrante à un élément (U' —>■ U). 

Soit s un élément de P(U) dont l'image dans P{U') est nulle. Considérons dans un 
premier temps le cas où s provient de P^/g{U). Il existe alors un faisceau inversible Jz? 
sur S£ Xj[/ dont la classe dans P% /s(U) est égale à s. Avec les notations du diagramme 
ci-dessous, 

fu' □ fu 

U' *U 

dire que l'image de s dans P{U') est nulle signifie que v* (J?f ) provient de la base, autrement 
dit d'après le critère (|1.2.2.7|) , que le morphisme d'adjonction ase u t ■ fu'fu'^U 1 —>■ %w 
est un isomorphisme. Or on a montré au cours de la démonstration de ce critère que la 
formation du morphisme d'adjonction commute au changement de base plat. On en 
déduit donc que le morphisme 

est lui aussi un isomorphisme. Maintenant, comme v est fidèlement plat et localement 
de présentation finie, il résulte de la théorie de la descente fidèlement plate des modules 
quasi-cohérents (cf. |38j (13.5)) que ase v est un isomorphisme, ce qui signifie en vertu 
du critère (|1.2.2.7p que s = 0. Dans le cas général, il existe une famille couvrante étale 
(V —>■ U) telle que s\ v provienne de P%r/s(V). Alors, en notant V = V Xy V on voit 
que (s\ v )\ , = ( s \ u ,)\ v , = ce qui implique la nullité de s\ v d'après le premier cas puisque 
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(V — >■ V) est une famille couvrante (fppf), et donc celle de s puisque V — >■ U est une 
famille couvrante étale. 

Par la suite, lorsque nous parlerons du foncteur de Picard, il s'agira de Pic^-/<j(fp P f). 
Nous le noterons simplement Pic^r/g. 

1.3 Le champ de Picard d'un champ algébrique 

Avec l'apparition des champs, un nouvel objet « classifiant » pour les faisceaux in- 
versibles vient s'ajouter aux cinq foncteurs précédents : le champ de Picard. La propo- 
sition (|1.3.7p et le corollaire (|1.3.10[) montrent que dans le cas cohomologiquement plat, 
les questions de l'algébricité du champ de Picard et de la représentabilité du foncteur de 
Picard sont essentiellement équivalentes. 

Définition 1.3.1 Soit 3£ un S-champ. On appelle champ de Picard de X , et on note 
£?ic{3£ 1$) le champ des faisceaux inversibles. Pour tout U G ob(Aff/5 / ), la catégorie 
S?ic{3£ I S)u est donc la catégorie dont les objets sont les faisceaux inversibles sur 3C Xgt/ 
et dont les flèches sont les isomorphismes de faisceaux inversibles. Les changements de 
base sont définis de manière évidente. 

Remarque 1.3.2 II résulte aisément de (|1.1.1.6[) que le S-groupoïde 3^ic{X / S) défini 
ci-dessus est bien un S-champ. 

Remarque 1.3.3 La terminologie adoptée ici, qui semble s'imposer naturellement, entre 
presque en conflit avec celle de [3B] (14.4.2), où l'on appelle « champ de Picard » un 
champ muni d'un morphisme d'addition qui en fait une sorte de « champ en groupes ». 
Heureusement, si 3£ est un S'-champ, le champ de Picard de X défini ci-dessus est bien 
un champ de Picard au sens de [38 (14.4.2), le 1-morphisme d'addition 

+ : ^>ic{X/S) x s 3»ic{3t~IS) > 0»ic{5£/S) 

étant donné par le produit tensoriel de faisceaux inversibles. 

Remarque 1.3.4 II est clair que la formation de 3^ic{X / S) commute au changement 
de base. Autrement dit, si S' ~~ S est un morphisme de schémas, le champ &ic(3£ xj 
S' I S') sur (AS/S 1 ) est canoniquement isomorphe au S'-champ £?ic(3£ / S) xg S'. 

Remarque 1.3.5 En notant Jffom (^T, le S-champ dont la fibre en U est la catégorie 
Hom(j2f XsU,W Xs U), la proposition (|1.1.1.7[) montre que £Pic{3£ /S) est isomorphe à 
jr 77i(jr,BG m ). 

Le champ &ic(X / S) est muni d'un morphisme naturel vers le S-groupoïde associé au 
préfaisceau Pic^r, défini sur <^ic(j2T / S)u par le foncteur qui envoie un faisceau inversible 
sur sa classe d'isomorphie dans Pic.gr ([/). On en déduit par composition un morphisme 
naturel vers le S-espace P (où P désigne PiCjr/ S (Ét) ou ^' lc 2C/s (fppf) selon l'envie) : 

Pic^X/S) -^P . 

Proposition 1.3.6 Le morphisme de S-champs ir ci-dessus est une gerbe (resp. une gerbe 
(fppf) ), autrement dit n et le morphisme diagonal 

sont des épimorphismes. 
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Démonstration. Soient U € ob (Aff/S) et a; G P(U). Le S-espace P étant le faisceau 
étale (resp. (fppf)) associé à Pic^r, il existe une famille couvrante dans (Aff/S), que 
l'on peut supposer réduite à un élément (U' — >- U), et un élément l e Pic se (U'), tels 
que l'image de l dans P{U') soit égale à xmi. En d'autres termes il existe un faisceau 
inversible Jz? dans £Pic{3£ / S)w dont l'image dans P(U') est x\w , ce qui montre que n 
est un épimorphisme. 

Par ailleurs, si U est un objet de (Aff/S) et si Jz?i,Jz?2 & â?ic(X / ' S)u sont tels que 
7r(-S?i) = 7r(j§?2), alors il existe une famille couvrante à un élément telle que les images de 
J£?i|i7' et ^2\v dans Picar([/') soient égales, c'est-à-dire telle que J£i\u' et %?%\w soient 
isomorphes, ce qui montre que A est un épimorphisme. □ 

Proposition 1.3.7 Si ^ic{3^ / S) est un champ algébrique (resp. préalgébrique), et si 
f est cohomologiquement plat en dimension zéro, alors Pic^r/g est représentable par un 
S-espace algébrique (resp. préalgébrique), et le 1-morphisme n : ë?ic{3£ j S) Pic^r/g 
est fidèlement plat et localement de présentation finie. 

Démonstration. D'après le corollaire (10.8) de [35], il suffit de vérifier que pour tout 
U G ob (Aff/S) et pour tout faisceau inversible Jz? sur S" x s U, le [/-espace algébrique en 
groupes J'som^, Jâf) est plat et localement de présentation finie. Or Jsom{Sâ ', est 
le faisceau qui à tout V € ob (Aïï/U) associe Aut(Jzfy), et Aut(Jzfy) s'identifie canonique- 
ment à Y{S£ Xj V, 0srx s v) x ■ Mais par platitude cohomologique en dimension zéro, on 
a 

r($f x s v, ^- xs v) x = r(v, e v y = G m (v). 

Finalement J^som (Jzf,Jzf) est isomorphe à G m , donc il est lisse et de présentation finie. 
□ 

Réciproquement, on peut essayer de déduire l'algébricité du champ de Picard à partir 
de celle du foncteur de Picard. Voyons comment. Le champ des faisceaux inversibles sur 
S, c'est-à-dire le champ dont la catégorie fibre au-dessus d'un S'-schéma U est la catégorie 
des faisceaux inversibles sur U, s'identifie naturellement au champ BG m sur S. Le foncteur 
« image inverse par / » induit donc un morphisme de S'-champs algébriques 

BG m ^->- &>ic($:/S). 

De plus ce morphisme est un monomorphisme (i.e. les foncteurs fjfr sont pleinement fidèles) 
dès que / est cohomologiquement plat en dimension zéro. On a donc dans ce cas une « suite 
exacte » de champs de Picard : 

> BG m — f —^ mc(3£/S) Pic^/s ^ . 

Autrement dit /* est un monomorphisme, n est un épimorphisme, un objet de £?ic{3£ j S) 
est envoyé sur par tt si et seulement s'il provient de BG m , et tous les morphismes sont 
compatibles aux morphismes d'addition des champs de Picard considérés^. La proposition 
ci-dessous nous permet de déterminer quand cette suite exacte est scindée. 

Proposition 1.3.8 Soit X un S-champ algébrique dont le morphisme structural f est 
cohomologiquement plat en dimension zéro. 

4 Si / n'est pas cohomologiquement plat en dimension zéro, /* n'est plus un monomorphisme, mais le 
reste est presque vrai : il faut juste remplacer « provient » par « provient localement pour la topologie 
étale » . 



1.3 Le champ de Picard d'un champ algébrique 
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(i) Les propositions suivantes sont équivalentes : 

a) La suite exacte ci-dessus est scindée, autrement dit il existe un morphisme s de 
Picx/s dans ^ic{5^ / S) tel que nos soit égal à l'identité. 

b) Il existe un isomorphisme 



BG m x s Pic <r/ S 



m c {x/s) 



compatible avec les projections pr 2 et tt sur Pic^yg. 
c) Il existe sur le S-champ (non nécessairement algébrique) 3£ XgPic,gr/s un fais- 
ceau inversible «universel » S? qui représente le joncteur Vicx/Sj Le. tel que 
pour tout U S ob(AfF/S' / ) et tout élément l de Picx/s{U) on ait l = v ] — 

% x s U > % x s Pic^/g > 



U 



Pic 



se /s 



Y 

S' 



(ii) Les propositions suivantes sont équivalentes : 

d) Le morphisme naturel de Px/S dans Yicx/s est un isomorphisme. 

e) Il existe un élément de Px /s(P' lc X /s) (c'est-à-dire Hom(Pic,gr/gj Px/s) lorsque 
Pic.gr /s n'est pas représentable) qui a pour image l'identité dans Picx /s(Pic,gr /s) 
(ou, ce qui revient au même, Px/s ~ =*" Pi c 5T/s a une section). 

(iii) Les conditions de (i) impliquent celles de (ii), et la réciproque est vraie si Picx/s 
est représentable par un schéma. Toutes ces conditions sont vérifiées si le morphisme 
structural 3£ — >■ S a une section. 

Démonstration. Montrons que a) implique b). On suppose que tt a une section s. On 
vérifie alors facilement que le morphisme composé 



Pic 



(/"» 



se /s 



&>ic{%~/S) x s ,9>ic{^/S) 



&>ic(&/S) 



est un isomorphisme. (On utilise ici la platitude cohomologique en dimension zéro.) Un 
quasi-inverse est donné par le foncteur de 3?ic(3£ / S) vers BG m xg Picx/s qui à un 
faisceau inversible ./# associe le couple ® s(ir(^))~ 1 , tt(^)), en identifiant BG m à 
son image essentielle dans 3Pic(3£ / S). 

La réciproque est claire : un isomorphisme comme dans b) induit une section de n par 
composition avec la section évidente de pr 2 . 

Montrons maintenant que a) implique cJE On se donne une section s de ir et l'on va 
construire un faisceau inversible 3? (au sens de sur le champ rJ Xs Picx/s- H 

faut donc construire pour tout S'-schéma affine U et tout objet x de (3£ x gPic.gr /s)u un 
faisceau inversible &(x) sur U, et des isomorphismes de transition entre les £P(x). Soit 
x un objet de {3£ Xj Ficx /s)u ■ On note l — fp o x et t x la section de fu induite par x, 
comme dans le diagramme ci-dessous. 



SC xg U 




5 C'est évident si Pic^ /g est représentable par un schéma! Ce que l'on ne suppose pas ici. 
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On a un faisceau inversible s(l) sur Xj U. On pose 2P(x) = t*s(l). Les isomorphismes 
de transition sont définis de manière évidente et l'on obtient ainsi un faisceau inversible 
& sur 3£ xg Pic^/5 dont il ne reste plus qu'à montrer qu'il représente Vicx/s- Soit 
l un élément de Pic$r /s(U)- Il faut montrer que l = n(^ x x ). Il est évident, vu la 
construction de éP, que ^\ Xx v est isomorphe à s(l). Comme s est une section de n, on 
a bien le résultat attendu. 

Réciproquement on suppose donné un faisceau inversible universel Alors le mor- 
phisme qui à l associe ^x s u définit une section de tt. 

a) e) est évident puisque ir se factorise par Psc/s- 

L'équivalence entre d) et e) est évidente puisque le morphisme en question est de toute 
manière injectif par (|1 .2.3. 1[) . 

Supposons que Vicx /s s °it représentable par un schéma et montrons que e) implique 
c). Sous l'hypothèse e), il existe par définition du foncteur Px/s un faisceau inversible 
& sur 5£ xg Pic_gr/5 qui induit l'élément identité de Pic^/s (Pic se /s )■ H es t clair que & 
est universel. 

Enfin dans le cas où / a une section a, montrons que la condition b) est vérifiée. Le 
morphisme /* admet dans ce cas une rétraction a*. 

> BG m -^-^ &ic{5£/S) Picsr/s > . 



On vérifie alors facilement que le 1-morphisme 

f ^ic{^/S) — > BG m x s Pic^ /S 
(<r*,ir): { 

{ Jt i— » {a* JC ,it{Jl)) 

est un isomorphisme. □ 

Remarque 1.3.9 On se donne à la fois une section a de / et un faisceau inversible 
universel @* sur 3£ XsPic^/g (on ne suppose pas Pic^r/s représentable). Alors l'isomor- 
phisme BG m xg Pic g; /s — »- £?ic(3£ / S) induit par & est un quasi-inverse de (<r*,7r) si 
et seulement si a* £P est trivial. En particulier on obtient toujours un quasi- inverse en 
« rigidifiant » 3? le long de u, c'est-à-dire en remplaçant 3? par 2? ® (f*<J* 2?}~ x . 

Corollaire 1.3.10 Soit X un S-champ algébrique dont le morphisme structural f est co- 
homologiquement plat en dimension zéro. On suppose que le foncteur de Picard Pic^-/s est 
représentable par un espace algébrique et que f a une section localement pour la topologie 
fppf sur S. Alors le champ de Picard £Pic(3£ / S) est algébrique. 

Démonstration. Pour un S'-champ, être algébrique est une condition locale pour la 
topologie fppf. On peut donc supposer que / a une section et il suffit d'appliquer la 
proposition précédente. □ 

1.4 Propriétés de finitude relative 

Nous terminons cette première partie en montrant que le foncteur de Picard commute 
aux limites inductives (i.e. il est de présentation finie) et aux limites projectives. Ces deux 
propriétés nous seront utiles pour étudier sa représentabilité. 
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1.4.1 Présentation finie 

Proposition 1.4.1.1 Soient S un schéma affine, et S£ un S -champ algébrique quasi- 
compact. Alors le fondeur de Picard relatif P^/ s défini ci-dessus est localement de pré- 
sentation finie. Si de plus le morphisme structural f : X — >■ S est cohomologiquement 
plat en dimension zéro et admet une section localement pour la topologie (fppf), alors le 
fondeur de Picard relatif Pic^ / s est localement de présentation finie. 

Démonstration. Il s'agit de montrer que P% /s commute aux limites inductives filtrantes 
d'anneaux. Autrement dit, on veut montrer que pour tout ensemble inductif filtrant I, et 
pour tout système inductif de S-anneaux (Aj)ig/ indexé par i, le morphisme canonique 

lim Px/siAi) >■ P.r/ S {A) 

où A = lim A; est la limite inductive des A4, est un isomorphismc. Rappelons que pour 

tout S-schéma S", on a P%-/s(S') = ~~^pjfripp " ■ Le foncteur lim étant exact, il suffit donc 
de montrer que Pic^r lui-même est localement de présentation finie. On peut décrire la 
catégorie limlnv £g>s Ai) de la manière suivante. Les objets sont les couples où 

i G I et ££i est un faisceau inversible sur JT ® s A,-. Pour deux tels objets (i, Jz?i) et (j, Sfj), 
Rom((i,Sfi),(j,Jfj)) est UmHom((^)| ( a- (8s A l )»(- i? j)|(«-8 S A 1 )) où la limite ind uctive est 
prise sur l'ensemble (non vide) des indices l qui majorent i et j. Pour montrer que Pic^r 
est localement de présentation finie, il suffit de montrer que le foncteur naturel 

limInv(JT®,s A4) >■ Inv(JT (g>s A) 

est une équivalence de catégories. Ceci résulte de la proposition (4.18) de [31], compte 
tenu de (|1.1.1.7|) et du fait que le champ BG m est localement de présentation finie. 

Supposons maintenant que / : 0£ — >- S est cohomologiquement plat en dimension 
zéro et a une section localement pour la topologie (fppf). Dans le cas où / a une sec- 
tion, on sait d'après (|1.2.3.1[) que Pic^/s s'identifie à Px/s-t dont on vient de montrer 
qu'il est localement de présentation finie. Soit S' —s- S un morphisme fidèlement plat et 
localement de présentation finie, tel que le morphisme /' : xj 5" — >- S' obtenu par 
changement de base ait une section. Comme la formation de Pic^f / 5 commute au change- 
ment de base, on en déduit que le foncteur Pic^/5 X5 S' est localement de présentation 
finie, ce qui montre, en utilisant le fait que Pic^ /s est un faisceau pour la topologie (fppf) 
et l'exactitude du foncteur lim, que Pic.gr /$ lui-même est localement de présentation finie. 
□ 

Remarque 1.4.1.2 L'hypothèse de quasi-compacité sur 3£ est réellement nécessaire, 
même lorsque 5£ est un schéma, comme le montre l'exemple suivant. Soit E une courbe 
elliptique sur Q. On prend 3£ = [J ngN E n , où pour tout n, E n = E. Alors on a Pic ^ m ~ 
E, donc Pic y /q — E N . En particulier pour toute extension L de Q on a Pic ;q (L) = 
(E(L)) N . On peut voir que le schéma de Picard ainsi obtenu n'est pas localement de 
présentation finie en regardant par exemple les points à valeurs dans Q = lim if, où la 

limite inductive est prise sur l'ensemble des corps de nombres K sur Q. La flèche canonique 
lim Pic °y m{K) ~- Pic^/ofO) s'identifie à : 

lim E(Kf ^ E(Qf. 

Cette application n'est clairement pas bijective puisque E a des if-points pour des corps 
de nombres K de degré aussi grand que l'on veut. 
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1.4.2 Commutation aux limites projectives 

Proposition 1.4.2.1 Soit 3£ un S-champ algébrique propre et cohomologiquement plat 
en dimension zéro. Soient A un anneau noethérien local complet sur S et m son idéal 
maximal. Alors le morphisme canonique 



P$r/s(A) 



limP^ /s (A/m") 



est un isomorphisme. 



Démonstration. On peut supposer S = Spec A. On note S n = Spec (A/m n+1 ), et %~ n 



Y 

S 



Y 



5Vh 



Y 

S 



Comme S et tous les S n ont des groupes de Picard triviaux, nous avons à montrer que 

Pic(iT) > limPic(Jf„) 

est un isomorphisme. 

Injectivité : Soient Sâ un faisceau inversible sur $6 ' , et «Sf„ les faisceaux induits par 
sur les S£~ n . On suppose que Jz? est trivial sur chacun des 5£ n et on veut montrer qu'il est 
trivial. D'après le théorème (1.4) de [46 , on a une équivalence de catégories 

(faisceaux cohérents sur $>) 



(familles compatibles de faisceaux cohérents sur les 3£ n ). 
Cette équivalence de catégories induit un foncteur pleinement fidèle : 

(faisceaux inversibles sur SU") 



(familles compatibles de faisceaux inversibles sur les .*%'„). 

Il suffit donc de montrer que la famille compatible de faisceaux inversibles (Jzfn)n>o est 
isomorphe à la famille triviale, autrement dit que l'on a une famille compatible d'isomor- 
phismes &gç — Jz?„ ■ Par hypothèse on sait que pour tout n il existe un tel isomorphisme, 
mais la famille ainsi obtenue n'est a priori pas compatible au changement de base. Deux 
isomorphismes & sc n Jz?n diffèrent par un automorphisme de G sc n i donc pour conclure 
il suffit de montrer que 

f srJ *- Aut(^ n _J 



est surjective. Or par platitude cohomologique, Aut(<^ = T{3£ n , &3C n ) x n'est autre 
que (A/m n+1 ) x , et le morphisme (yl/m" +1 ) x (A/m n ) x est clairement surjectif. 
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Subjectivité : Soit {J£ n )n>o une famille compatible de faisceaux inversibles sur les 3£ n . Il 
nous faut montrer qu'il existe un faisceau inversible sur ^T, qui induit, à isomorphisme 
près, la famille (Sf n ) n >Q. H existe en vertu de l'équivalence de catégories mentionnée ci- 
dessus un faisceau quasi-cohérent S£ sur X ayant cette propriété, et il suffit de montrer 
que S£ est un faisceau inversible. On construit un inverse en considérant un faisceau 
cohérent ^# qui induit la famille compatible (Sf~ 1 ) n >o. Pour montrer que ^# Cg> S£ est 
isomorphe à G gr il suffit de montrer que la famille induite par jj( ® S£ est isomorphe à 
la famille triviale. Mais ceci est évident puisque que l'on obtient un système compatible 
d'isomorphismes en prenant pour tout n l'isomorphisme : 

{je ® s?) | Xn * {J(\ ^ ) ® ^ ) * se, •- 1 ® jsf„ ^ . 

□ 
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2.1 Préliminaires 

2.1.1 Critère valuatif de locale séparation d'Artin 

Artin a caché dans les méandres techniques de son théorème de représentabilité pour 
les espaces algébriques un très joli critère valuatif permettant de caractériser les immer- 
sions quasi-compactes de schéma^] (cf. [T^] pp. 58-59). Nous nous proposons d'en donner 
ci-dessous un énoncé précis assorti d'une démonstration autonome fthm. [ÏÏ~1.1.2[) . Au pas- 
sage, nous le généralisons aux morphismes représentables de champs algébriques. 

Si un morphisme / : Y —>■ X est une immersion, il doit vérifier la propriété suivante : 

Vy , vx e y, y e {yï\ f(yo) e {/(yi)} (*) 

En particulier, pour tout point y de Y d'image x dans X et tout plongement d'un petit 
morceau de courbe 5* passant par x dans X, le point y doit être dans l'adhérence de tout 
relèvement (unique, s'il existe!) de S \ {x} à Y. 




Le lemme suivant dit essentiellement que cette dernière propriété est équivalente à la 
propriété (*). 

Lemme 2.1.1.1 Soit f : Y -~ X un monomorphisme de schémas. Les propriétés sui- 
vantes sont équivalentes. 

(1) Le morphisme f vérifie (*) universellement. 

1 ou plutôt, ce qui revient essentiellement au même, un critère de locale séparation pour les morphismes 
de schémas 



2.1 Préliminaires 



31 



(1 bis) Le morphisme f vérifie (*) après tout changement de base localement de type 
fini. 

(2) Soient A un anneau de valuation, k son corps résiduel, K son corps des fractions, 
S = Spec A, s g — Spec if, s/ = Specfc, et S X un morphisme, tels que s g 
et Sf se relèvent à Y. Alors S se relève à Y. En d'autres termes, tout diagramme 
commutatif en traits pleins : 




se prolonge par un morphisme de S vers Y en un diagramme commutatif. 
Si de plus X est localement noethérien, alors ces conditions sont encore équivalentes 

à : 

(2 bis) même condition que (2) mais en se restreignant à des anneaux de valuation 
discrète. 



Démonstration. 

(1 bis) => (1) : Soit ip : X' — ^ X un morphisme de changement de base. On consi- 
dère le carré cartésien : 



□ 



/ 



x'^^x. 

Soient y'o,y'i G Y'. On note Xq,x[ (resp. yo,ÏJii x 0i xi) leurs images dans X' (resp. Y, X). 
On suppose que x' e {x[} et il faut montrer que y' € {y[}- Soit U un ouvert affine de X 
contenant xq. Il contient aussi x\. En notant U' = ^? _1 (t/) et V' = /' _1 (f7')i on v0 ^ qu'il 
suffit de montrer que f[ yl : V U' vérifie (*). Or V = Y x x U' = / _1 (Z7) x v U' . 
La condition (1 bis) étant clairement stable par changement de base par une immersion 
ouverte, on peut supposer X affine. De même, le fait qu'une immersion ouverte vérifie 
(1) (donc (I bis)) montre que l'on peut supposer Y affine. Il est clair que l'on peut aussi 
supposer X' affine. On écrit Y = Spec B, X = Spcc A, X' = Spec A' et A : A 1 — >■ A'® A B. 
Soient p,q e Spec (A' <g)A B) tels que A _1 (q) C A _1 (p). Il s'agit de montrer que q C p. 
Soit x = J2i a 'i ® h € q. On note A" la sous- A-algèbre de A' engendrée par les a! v 



A 1 ® A B- 
A 

A 



A" ® A B ■ 

</> 

— A" ^— 



B 

A 



Alors dans A" ®a B, l'élément y défini par J2i a 'i ® h appartient à 7 1 (q). Par ailleurs, 
comme A" est de type fini sur A, l'inclusion ip~ 1 ('j~ 1 (q)) C ^ _1 (7 _1 (P)) implique 

7 _1 (q) C 7 _1 (p) . 



Donc x = j(y) G p. 
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(1) => (2) : Avec les notations ci-dessus, les données de la condition (2) induisent un 
diagramme 




où Ys = Y Xg X. On note yf, y g les images de s/, s g dans Y$, et Z — {y g } muni de 
sa structure de sous-schéma fermé réduit. On a /s (y/) = s/ et fs{y g ) = s g , donc la 
condition (1) implique que yf G Z. On note alors = 0z.y s l'anneau local de Z en yf. 
Le morphisme Spec — »- Z —s- S correspond à un morphismc local d'anneaux locaux 
R 0, qui fait commuter le diagramme suivant : 



U >G 

K *K(y g ). 



Par ailleurs comme s g se relève on a n(y g ) = n(s g ) = K. Donc est un anneau local 
qui domine R et par maximalité de R pour la relation de domination, R = 0, d'où un 
morphismc S > Spec >■ Z C Ys >■ y qui a les propriétés escomptées. 

(2) =^> (1) : La condition (2) est stable par changement de base donc on peut oublier 

l'adverbe de la conditio n (1) . Soient yo,yi G Y tels que f(yo) G {/(j/i)}- On note x = 
f(yo), x\ — f(yi), Z = {xi} muni de sa structure de sous-schéma ferme réduit, et = 
&z,x l'anneau local de Z en x - C k(x\) C n{yi) = K est un anneau local. Il existe un 
anneau de valuation RdeK qui domine 0. Autrement dit on a un diagramme commutatif : 



n{xxf 



>R 



>K = K{yi) 



et i est un morphisme local d'anneaux locaux. D'où un morphisme de S = Speci? vers 
Z qui envoie le point générique s g de S sur x\ et le point fermé Sf sur xq. Comme K = 
K.{yi), s g se relève clairement en un morphisme s g Y d'image y\. Par ailleurs comme 
Y —s- X est un monomorphisme, l'extension résiduelle k(xo) k(j/o) est triviale de 
sorte que le point fermé se relève aussi. On obtient donc un diagramme commutatif : 




et la condition (2) nous donne un morphisme S Y qui envoie s g sur y\ et s/ sur y , 
ce qui montre que yo G {yi}- 

(2 bis) =4> (1 bis) : Ici on suppose de plus que X est localement noethérien. Alors dans 
le raisonnement précédent est un anneau local intègre noethérien de corps des fractions 
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k(xi), et l'extension k,{x\) — >- -ftT = «(yi) est triviale puisque / est un monomorphisme, 
donc l'anneau R peut être choisi de valuation discrète, et la suite du raisonnement est 
encore valable. □ 

Le théorème ci-dessous reprend les idées d'Artin présentes pp. 58-59 de [12] , 

Théorème 2.1.1.2 Soit f : <¥ >■ JÎT un morphisme représentable et localement de pré- 
sentation finie de champs algébriques. On suppose de plus que X est localement noethé- 
rien. Alors f est une immersion quasi- compacte si et seulement si les conditions suivantes 
sont vérifiées : 

(a) f est un monomorphisme. 

(b) Soient A un anneau de valuation (resp. un anneau de valuation discrète), k son 
corps résiduel, K son corps des fractions, S — Spec A, s g = Spec if, Sf = Speck, et 
S —>■ S£ un morphisme, tels que s g et Sf se relèvent à W. Alors S se relève à & . 
Autrement dit, tout diagramme 2-commutatif en traits pleins : 




se prolonge en un diagramme 2-commutatif par la flèche en pointillés. 

(c) Soit A un anneau intègre. Pour tout morphisme Spec ^4 — >- 3£ tel qu'il existe un 
ensemble dense 5^ de points de Spec A qui se relèvent à <ty , il existe un ouvert non vide 
U de Spec A qui se relève à & : 



s- / / -Specl J\ 




Remarque 2.1.1.3 La démonstration ci-dessous montre aussi que si les conditions (a) 
et (c) sont vérifiées, alors / est un morphisme quasi-compact. Cependant, la condition 
(c) seule ne suffit pas pour assurer la quasi-compacité de /. En effet, elle est vérifiée par 
exemple dès que / a une section. 

Démonstration. Supposons que / est une immersion quasi-compacte. Alors / est un 
monomorphisme, et il est de plus schématique. Avec les notations de (b), en posant Ys = 
x ,f S, on a un diagramme commutatif 



Y s 




où fs : Ys S est une immersion quasi-compacte de schémas, et il s'agit de montrer 
que fs a une section. D'après le lemme précédent, il suffit de montrer qu'une immersion 
quasi-compacte (p : U V vérifie la condition 



Vw ,ui eU u e -^=4> ip(u ) e {^(ui)}, 
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ce qui résulte trivialement du fait qu'un tel morphisme induit un homéomorphisme sur 
une partie localement fermée. Montrons la condition (c). On se donne un schéma affine 
intègre S = SpccA et un morphisme S 3£ comme dans (c). En notant Ys = & X se 
S, le morphisme fs '■ Ys —>■ S est une immersion quasi-compacte de schémas, et par 
hypothèse son image contient un ensemble dense de S. Son image est donc un ouvert 
U de S et il se factorise en Ys — >■ U —>■ S où U — >■ S est une immersion ouverte, et 
Ys ~- U une immersion fermée surjective. Mais comme U est réduit, cette dernière flèche 
est un isomorphisme. On obtient donc un morphisme U — > Ys qui par composition avec 
Ys & donne le relèvement souhaité. 

Réciproquement, supposons les conditions (a), (b), et (c) satisfaites et montrons que 
W 9£ est une immersion quasi-compacte. Comme / est un monomorphisme locale- 
ment de présentation finie, il est séparé et localement quasi-fini, donc il est schématique 
d'après [2H], (A. 2). En vertu de [21] (2.7.1), il suffit de montrer le résultat après change- 
ment de base par une présentation lisse X — >■ 3£ de 3E . On choisit une présentation par 
un schéma X (localement noethérien) . Alors Y = W X est lui aussi un schéma, et le 
morphisme Y — »- X obtenu par changement de base vérifie les mêmes hypothèses que / 
(il sera encore noté / par la suite) . Etre une immersion quasi-compacte est une propriété 
locale à la base, donc on peut supposer que X est un schéma affine (noethérien). 

• Quasi- compacité de Y . 

Pour montrer que Y est quasi-compact, nous allons montrer par récurrence noethé- 
rienne que pour tout fermé F de X, / _1 (F) est un espace topologique noethérien. 11 
faut montrer que si A est un fermé de X tel que pour tout fermé strict B de A, f~ 1 (B) 
soit noethérien, alors f~ l {A) est noethérien. Or le morphisme f~ 1 {A) —s- A obtenu par 
changement de base vérifie les mêmes hypothèses que Y — >■ X (les conditions (a), (b), 
et (c) sont stables par changement de base). Donc quitte à remplacer X par A on peut 
supposer que l'image réciproque de tout fermé strict de X est noethérienne et il s'agit 
de montrer que Y est quasi-compact. C'est clair si X est réductible, ou si f(Y) n'est pas 
dense, donc on peut supposer X irréductible et / dominant. On peut supposer Y réduit, 
puisque la question est purement topologique, et les schémas qui entrent en jeu dans les 
conditions (b) et (c) sont tous réduits. Alors / se factorise par A r éd, et le morphisme 
Y — > X T éd ainsi obtenu vérifie encore les conditions (a), (b), (c), si bien que l'on peut 
supposer X intègre. Soit U un ouvert affine non vide de X. Soit y l'ensemble des points 
de U qui sont dans l'image de Y. 5? est dense dans U, et de plus, comme Y — >- X est 
un monomorphisme, l'extension résiduelle n(f(y)) °- ► K-{y) est triviale pour tout y G Y, 
de sorte que chaque point s £ y se relève à Y. En appliquant la condition (c) à U, 
on obtient, quitte à réduire U, un relèvement de U à Y, rendant le diagramme suivant 
commutatif : 

Y 

Alors Y — g(U) U f~ 1 (X \ U) est quasi-compact. 

• / est une immersion. 

C'est une question locale, donc il suffit de le faire au voisinage de chaque point xç, de 
X. On note encore Z = f(Y) C A. Il y a trois cas à traiter : 

- x Q e X \ Z, 

- G f(Y), 

- x £Z\f(Y). 
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Le premier cas est trivial. Montrons que le troisième résulte du second. Il suffit pour cela 
de montrer que Z \ f(Y) est fermé. En effet, f{Y) sera alors un ouvert de Z, et s'écrira 
donc f(Y) = Z n U où U est un ouvert de X. Le morphisme / se factorisera par U et 
pour vérifier que c'est une immersion, il suffira de vérifier qu'il en est ainsi au voisinage 
de chaque point xq de U, ce qui nous ramènera à l'un des deux premiers cas suivant que 
xq appartient à f(Y) ou non. Maintenant, si Z \ f(Y) n'était pas fermé, il existerait un 
point x £ Z \ /(Y) H f{Y). D'après le second cas, / est une immersion au voisinage de 
xq, donc il existe un voisinage U de xq tel que f(Y) n U soit fermé dans U, ce qui contredit 
x £ Z\f(Y) (remarquer que Z DU — f(Y) n U). 

Il nous reste donc à montrer que / est une immersion au voisinage de tout point de 
f(Y). Soient y 6 Y et xo = f(yo)- H suffit de le faire pour un voisinage étale de xq, car 
être une immersion fermée est une propriété de nature locale pour la topologie étale sur 
X m- (2-7.1)). 

Premier cas : X est un schéma local hensélien et noethérien dont xq est le point fermé. 

Alors / : Y — >- X est séparé et de type fini, et yo est isolé dans sa fibre (car / 
est un monomorphisme) donc d'après [2], théorème (1.10) p. 26, il existe un splittage 
Y = Yq U Y\ avec Yo — >■ X fini et yo £ Yq. Comme / est un monomorphisme, il est 
injectif et f~ 1 (xo) n Yi est vide. De plus, Yq X est un monomorphisme propre, donc 
d'après [3T] (18.12.6) c'est une immersion fermée. Il suffit donc de montrer que Y"i est 
vide. Dans le cas contraire, xq £ f(Yi). Le morphisme / : Y — »- X est de présentation 
finie donc d'après le théorème de Chevalley ([32], (7.1.4) p. 329) /(Yi) est constructible. Il 
s'écrit alors /(Y~i) = (Uir\Fi)[J - ■ • U (£4 fl-Ffc), où pour tout i, Fi est un fermé irréductible, 
Ui un ouvert, et (Ui n Fi) est non vide. On a x £ f{Y\) C F\ U • • • U Fk, par exemple 
xq € F\. On note x\ le point générique de F\. Alors xo £ {xi}. Par ailleurs, U\ n Fi est 
un ouvert non vide de F\, donc il contient x\ et il existe y\ £ Y\ tel que x\ — f(yi)- Le 
lemme précédent et la condition (b) impliquent alors que yo £ {yi}, ce qui est absurde 

car V = r U Yi. 
Cas général. 

On note X = SpecA, X h = SpecA h où A h est l'hensélisé de A en x , et f h : 
Y h — >■ X h le morphisme obtenu par changement de base. Ce dernier vérifie encore les 
conditions (a), (b), (c), il est de type fini et A h est local hensélien et noethérien. Donc 
d'après ce qui précède f h est une immersion fermée. Maintenant, comme Y — >■ X est de 
présentation finie, et X quasi-compact, le théorème (8.10.5) de [30] nous assure qu'il existe 
un voisinage étale X' de xo tel que le morphisme induit Y' —>■ X' soit une immersion 
fermée. Ceci montre que / est une immersion fermée au voisinage de xo ([29], (2.7.1)) et 
achève la démonstration. □ 

On rappelle qu'un morphisme d'espaces algébriques est dit localement séparé si sa dia- 
gonale est une immersion quasi-compacte. Le lecteur érudit reconnaîtra dans le corollaire 
ci-dessous les conditions [3'] (a) et (b) du théorème (5.3) (p. 48) de représentabilité pour 
les espaces algébriques de [12] , 

Corollaire 2.1.1.4 Soient S un schéma noethérien, et X, Y des espaces algébriques lo- 
calement de présentation finie sur S. Soit f : Y X un morphisme localement de 
présentation finie. Alors f est localement séparé si et seulement si : 

(a) Pour tout anneau A de valuation (resp. de valuation discrète), de corps des frac- 
tions K et de corps résiduel k, pour tout couple (£, 77) £ (YxxY)(A) tel que £k = Vk 
et Çk=r)k on a £ = 77. 

(b) Soient A un anneau intègre et (£,77) £ (Y Xx Y)(A). On suppose qu'il existe un 
ensemble dense 5^ de points de Spec^4 tel que pour tout s £ 5^ , on ait £ s = rj s . 
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Alors il existe un ouvert non vide U de SpeCj4 tel que — rju . 

Démonstration. La diagonale A de / est un monomorphisme localement de présentation 
finie, et Y Xx Y est localement noethérien. De plus les conditions (a) et (b) ci-dessus 
signifient précisément que A vérifie les conditions (b) et (c) du théorème (|2.1.1.2|) . de 
sorte que notre assertion en résulte. □ 

Remarque 2.1.1.5 Pour les champs algébriques, on ne peut pas obtenir de critère de 
locale séparation, ni même de quasi-séparation, à partir du théorème (12. f .1.2p . pour la 
simple raison que la diagonale d'un morphisme de champs algébriques n'est généralement 
pas un monomorphisme. En fait, si X est un S'-champ algébrique, sa diagonale est un 
monomorphisme si et seulement si X est un S'-espace algébrique. En conséquence nous 
devrons développer d'autres techniques pour aboutir à la quasi-séparation du champ de 
Picard. 

2.1.2 Sections globales et trivialité des faisceaux inversibles 

Soient X un champ algébrique, et Jz? un faisceau inversible sur X . Le but de ce para- 
graphe est de donner des critères portant sur T(X,Jî?) et éventuellement sur T(X, Jz? -1 ) 
permettant de voir facilement si Jz? est trivial. Le premier de ces critères montrera plus 
précisément que Jz? est trivial si et seulement s'il a une section globale « partout non 
nulle ». On rappelle que T(X, Jz?) est l'ensemble des collections (s(v») de sections de 
Jz? sur les (V,v) G ob Lis-ét f X) telles que pour toute flèche ip : (U,u) >- (V,v) dans 
L\s-êt (X) on ait rés^, srv,v) = S(u,u)- 

Définition 2.1.2.1 Soit s une section globale de Jz?. 

(i) On dit que s est partout non nulle sur X si pour tout ouvert lisse-étale (V, v) de 
X , la section globale S(y,v) de Jz?y jt , est partout non nulle sur V . 

(ii) Soit x £ \X\ un point de X , représenté par un morphisme tp de SpecK vers X 
(cf. J38\/ . chapitre 5). La section s induit une section ip*s de T(SpecK, </?*Jz?). On dit 
que s est nulle en x si tp* s = 0. (Il est clair que ceci ne dépend pas du représentant 
tp choisi.) 

Proposition 2.1.2.2 Soit s une section globale de Jz?. Les propositions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) s est partout non nulle sur X ; 

(ii) s est non nulle en tout point de 3£ ; 

(iii) le morphisme de ff x dans Jz? correspondant à s est un isomorphisme. 
De plus l'ensemble des points de X où s est non nulle est un ouvert de \S£\. 

Démonstration. L'équivalence de (i) et (iii) résulte immédiatement du fait qu'une section 
globale S(y,v) de Jz?v,„ est partout non nulle si et seulement si le morphisme correspondant 
de ûy dans Jz?v,u est un isomorphisme. 

Le fait que (i) implique (ii) est clair puisque tout point de \3£\ admet un représentant 
qui se factorise par un ouvert lisse-étale de 36 '. La réciproque est évidente aussi : plus 
généralement si s est non nulle en tout point de X alors pour tout morphisme F : 
<ty X la section F* s est non nulle en tout point de W . 

Pour la dernière assertion, soit x € \2£\ un point de 3C en lequel s est non nulle et 
soit U un ouvert lisse-étale de X le contenant. Il existe alors un voisinage V de x dans 
U tel que s soit non nulle en tout point de V et son image est un voisinage ouvert de x 
dans X . □ 
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Remarque 2.1.2.3 La section s définit en fait un idéal quasi-cohérent de G^-, donc 
un sous-champ fermé de 3£ . Le fermé de \3C\ correspondant est l'ensemble des points où 
s est nulle. 

Il est bien connu qu'un faisceau inversible sur un schéma propre est trivial si et seule- 
ment s'il est engendré par ses sections globales, de même que son inverse. Nous aurons 
besoin d'un résultat analogue pour les champs. L'hypothèse de platitude cohomologique 
sous laquelle nous nous plaçons souvent rend le résultat presque trivial et nous dispense 
même de l'hypothèse de propreté (cf. 12.1.2.61) . 

Définition 2.1.2.4 Soient un S-champ algébrique, et ^ un faisceau de G se -modules. 
On dit que est engendré par ses sections globales s 'il existe une famille de sections 
globales {s l }içi, s 1 £ T{3£,&), telle que pour tout (U,u) £ ob Lis-ét (^T). &u,u soit 
engendré par les sections {s}j u }i£i- 

Remarque 2.1.2.5 Si & est un faisceau inversible et si {sjjig/ est une famille de sections 
globales de alors la famille {s l Uu }i£i engendre {&u,u)x en un point x £ U où (U, u) £ 
ob Lis-ét fjjjQ si et seulement s'il existe un indice i tel que s 1 soit non nulle au point de 
représenté par x. Donc & est engendré par ses sections globales si et seulement si 
pour tout point x de & a une section globale non nulle en x. 

Proposition 2.1.2.6 Soit X un champ algébrique cohomologiquement plat en dimension 
zéro sur le spectre d'un corps k. Soit & un faisceau inversible sur X '. Alors & est trivial 
si et seulement si & et j?" -1 sont engendrés par leurs sections globales. 

Démonstration. La partie « seulement si » est évidente puisque le faisceau G se est 
engendré par sa section globale constante 1 £ T{3£ ', G se}- Pour la réciproque, supposons 
que & et soient engendrés par leurs sections globales. Soit x un point de 3£ . Il existe 
des sections s de T(3t>,&) et s' de r(^T,^" 1 ) non nulles en x. Alors s®s' £ T{% , G 'se) 
est non nulle en x. Mais T(3£ ', G se) = k par platitude cohomologique, donc s (g) s' est 
partout non nulle sur 5£ , et donc s aussi, ce qui montre que & est trivial. □ 

Lemme 2.1.2.7 Soient 2£ un champ algébrique propre sur S — Speck, L/k une exten- 
sion de k, et & un faisceau inversible sur 3£ . Alors & est engendré par ses sections 
globales si et seulement si J^j, l'est. 

Démonstration. D'après [JSJj cor - 5 p.53 et [TT], annexe A, on a un isomorphisme naturel 
H°(3£ ', <S>k L iï°( ®fe L, &l) . Supposons que soit engendré par ses sections 
globales. Soient y £ \9£ (8fc L\ un point de ®}.L, et x £ \5£\ son image. Il existe par 
hypothèse une section globale s £ H°(3I> , &) non nulle en x. Alors s 01 £ H°(£& <S>fcI/, J^l) 
est non nulle en y. Réciproquement, si & n'est pas engendré par ses sections globales, soit 
x £ \3£\ un point de X en lequel toute section globale de & est nulle. Soit y £ \X ®kL\ un 
antécédent de a; {S£ ®h L ■ >■ 3£ est surjectif). Alors il est clair que toute section globale 
t £ H°(3£ , ®k L de .^l est nulle en y, ce qui montre que &l n'est pas engendré par 
ses sections globales. □ 

Corollaire 2.1.2.8 Soit 3£ un champ algébrique propre et cohomologiquement plat en 
dimension zéro sur un corps k. Soit L/k une extension de k. Alors & est isomorphe à 
G se si et seulement si &l est isomorphe à Gsex k L- D 
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2.1.3 Un peu de descente fidèlement plate 
Proposition 2.1.3.1 Soit 

X' >- X 



F' 



F 



V Y 

&' —^9 

un diagramme 2-cartésien de S-champs algébriques. 

(i) On suppose que le morphisme de changement de base q : W est surjectif 
et universellement ouvert (c'est en particulier le cas d'une présentation de ou 
encore d'un morphisme fidèlement plat et localement de présentation finie). Alors 
F est quasi-compact (resp. quasi-séparé) si et seulement si F' l'est. 

(ii) On suppose q fidèlement plat et quasi- compact, et F représentable. Alors F est 
une immersion quasi- compacte si et seulement si F' en est une. 

(iii) On suppose q fidèlement plat et quasi- compact. Alors F est localement séparé si 
et seulement si F' est localement séparé. 

Démonstration, (i) Pour la première assertion, la démonstration de [35], corollaire 
(5.6.3), est encore valable dans notre cas sans aucune modification. La seconde s'en déduit 
immédiatement en constatant que le morphisme diagonal Ap> s'identifie au morphisme 
obtenu à partir de Ap par le changement de base q. 

(ii) F étant représentable, on se ramène formellement au cas où & est un schéma 
affine. Quitte à considérer une présentation de W , on peut aussi supposer que W est un 
schéma. Alors X est un jS-espace algébrique, et 2£' est un schéma puisqu'une immersion 
est toujours schématique. Dans ce cas le résultat découle de réflectivité de la descente des 
morphismes quasi-affines par morphismes fidèlement plats quasi-compacts. 

(iii) se déduit formellement de (ii) en tenant compte du fait qu'un morphisme diagonal 
est toujours représentable. □ 



2.2 Locale séparation du foncteur de Picard 

On vérifie dans le lemme ci-dessous les conditions (a) et (b) du corollaire 12. 1 . 1 .41 pour 
le foncteur de Picard. 

Lemme 2.2.1 Soient A un anneau intègre, T = Spec A, et X — >- T un T -champ algé- 
brique propre, plat, de présentation finie, et cohomologiquement plat en dimension zéro. 
Soit Jzf un faisceau inversible sur 3£ . 

(i) Si A est un anneau local (en particulier si A est un anneau de valuation discrète), 
de corps résiduel k et de corps des fractions K , alors J2f est trivial si et seulement 
si Jzffc et J£k le sont. 

(ii) S'il existe un ensemble dense ,5f de points de T tel que pour tout t S S*, ££t soit 
trivial, alors il existe un ouvert non vide U de T tel que soit trivial. 

Démonstration. D'après l'annexe A de [TT] les corollaires 1 et 2 du paragraphe 5 de [13] 
sont encore valables. Ils nous apprennent que la fonction 

t.— >d(t) :=dim„ (t) H°(3r u J? t ) 

est semi-continue supérieurement, et que si elle est constante sur T (qui est bien réduit et 
connexe), alors le morphisme naturel 

(f,^f)(g> eT K(t) > H°{3r u J?t) 
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est un isomorphisme pour tout t G T. De plus en un point où S£t est trivial, on a 
H°( X t ,J£t) = H°{X t , @ %t) — par platitude cohomologique, donc d(t) = 1. 

(i) Ici comme £ân et -2fe sont triviaux, la fonction d vaut 1 au point générique et 
au point fermé, donc elle est constante égale à 1 sur T. D'après ce qui précède, on a 
en particulier un isomorphisme if°(T,/*_S?) ® A k = H°(X,J£) ® A k H°( X h ,^ k ). 
Le faisceau Jzffc étant trivial, il a une section globale partout non nulle sur Xf.. D'après 
l'isomorphisme précédent, cette section provient d'une section globale s de Jz? (comme 
k est un quotient de A, les éléments de H°(X ,J£) <g)A fc peuvent tous s'écrire sous la 
forme s (g) 1). Alors s est non nulle en tout point x de X d'image SpecA: dans T. D'après 
(|2.1.2.2|) , l'ensemble C des points de 1" où s est nulle est un fermé de \X\. Comme / 
est propre, l'image de C est un fermé de T, qui de plus ne contient pas le point fermé. 
Nécessairement C est vide, donc s est partout non nulle et d'après (|2.1.2[) _S? est trivial. 

(ii) La fonction d étant semi-continue supérieurement, il existe un ouvert non vide sur 
lequel elle est constante et quitte à remplacer T par cet ouvert, on peut supposer qu'elle 
est constante. Dès lors pour tout t G T \e morphisme naturel 

H°(ar,&)® A K(t) — H°{Xt,5?t) 

est un isomorphisme. Soit t G S*. Alors Jz? t est trivial donc il a une section globale 
s t G H (Xt, S£t) partout non nulle sur Xt- D'après l'isomorphisme précédent, elle provient 
d'un élément de H°(X ,J£) ®a que l'on peut écrire sous la forme s ® (j) où / G A 
n'est pas dans l'idéal premier correspondant à t. Quitte à remplacer T par D(f), on peut 
supposer f — 1 et on a donc trouvé une section s G H°(X,J^) dont la réduction st à Xt 
est partout non nulle. 

Maintenant l'ensemble C des points de X où s est nulle est un fermé de \X\ d'après 
(|2.1.2.2|) , et son image est un fermé F de T, qui ne contient pas t. Son complémentaire 
U = T \ F est alors un ouvert non vide de T, et la section sjj induite par s sur X Xj- U 
est partout non nulle sur X Xj- U, de sorte que ££u est trivial. □ 

Proposition 2.2.2 Soient S un schéma noethérien et X un S-champ algébrique propre, 
plat, et cohomologiquement plat en dimension zéro. Alors le Joncteur Picjr/g est un S- 
espace algébrique localement séparé. 

Démonstration. On sait déjà d'après [TT] et la proposition (|1.3.7p que Pic^/5 est re- 
présentable par un S'-espace préalgébrique. Il s'agit de montrer que le morphisme 

Pic,r/s > S 

est localement séparé. Par (|2.1.3.1|) (iii) et (|1.2.2.4p . on peut supposer que le morphisme 
X —>■ S a une section, ce qui nous ramène par (|1.2.3.1|) au cas où Pic%- 1 5 est donné par 

Pic(^rx s r) 

P*x/s(T) = pic(T) ■ 

On peut appliquer le corollaire (|2. 1.1.4(1 au morphisme Pic^r/g — S, qui est bien loca- 
lement de présentation finie par (|1.4.1.ip . Les conditions (a) et (b) sont vérifiées grâce au 
lemme précédent. □ 



2.3 Quasi-séparation du champ de Picard 



Nous allons montrer dans ce paragraphe que sous de bonnes hypothèses, le champ de 
Picard £y*ic{X / S) est quasi-séparé. En fait ce résultat se déduit sans trop d'efforts du 
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résultat de locale séparation du foncteur de Picard (|2.2.2[) . Cependant, cette démarche 
peut sembler insatisfaisante, et il convient de donner de ce résultat une démonstration 
directe. Nous avons pour cela développé un critère de quasi-séparation pour les champs 
algébriques (|2.3.2p , inspiré du critère de locale séparation (|2.1.1.4[) . qu'il nous a semblé 
pertinent d'énoncer séparément. Rappelons tout d'abord quelques notations. 

Si 2£ est un S'-champ, U G ob (Aff/S), et si x, y sont deux objets de 3£\j , on notera res- 
pectivement Aut (x) et Isom fx, y) les foncteurs des automorphismes et des isomorphismes 
dont les définitions sont rappelées ci-dessous : 



Aut (z) : 



(AS/U) 
{V U) 



(Gr) 

Aut(xy) 



Isom(i, y) : 



(AS/U) — ► (Ens) 

[V — *- U) i — > lsom.{xv,yv) 
Le résultat principal concernant le champ de Picard est le suivant. 



Théorème 2.3.1 Soient S un schéma noethérien, et un S-champ algébrique propre, 
plat, et cohomologiquement plat en dimension zéro. Alors le champ de Picard £?ic(3£ j S) 
est un S-champ algébrique (c'est-à-dire qu'il est quasi-séparé). 



Première démonstration (utilisant (12.2.2D ) 

Notons &> = £?ic{&/S), et P = Pic^/g. D'après (|2.2.2j) . le morphisme diagonal A P : 
P > P y. g P est une immersion quasi-compacte. On veut montrer que le morphisme 
diagonal A^> de est quasi-compact, i.e. que pour tout U £ ob (Aff/S) et tout couple 
(_£? , jff) de faisceaux inversibles sur 3£ x$ U, le morphisme de {/-espaces algébriques 
Isom fJf , ^K) — »■ U est quasi-compact. Les faisceaux ££ et ^# (plus précisément leurs 
classes d'isomorphie) définissent un morphisme ([.£?], de U dans P Xj P. Notons Uq 
le sous-schéma quasi-compact de U sur lequel Jz? et jfâ sont isomorphes, i.e. le sous-schéma 
défini par le carré cartésien 

U C *U 



P ( - 



□ 

A, 



Y 



Px s P. 



Alors on a une factorisation 



Isom (Jzf . 
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qui provient de la commutativité du diagramme suivant : 



Isom fjSf , 



Y 

[/ - 



A. 



P 



{S£,M) ' 7T X 7T 

> 5» x 5 s- Px s P 



(où 7r désigne le morphisme naturel & — »- P). Il suffit donc de montrer que 



Isom (jSf, JK) > C/ 
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est quasi-compact. Or c'est un épimorphisme (on peut le voir soit de manière directe, soit 
en constatant qu'on a un diagramme 2-cartésien 

Isom(Jèf , Jf) s- U 

□ 

A, 

S- ^X P ^ 

et en se rappelant que 7r est une gerbe). Isom (Jzf , M) > t/o est donc un torseur sous 
Aut(^#), c'est-à-dire un G m -torseur puisque par platitude cohomologique, Aut (^) est 
isomorphe à G m . Alors Isom f^f . ./#) — >- Uq est quasi-compact puisque G m est quasi- 
compact. □ 

La proposition ci-dessous donne un critère général de quasi-séparation, grâce auquel 
nous pourrons donner une seconde démonstration, directe, du fait que le champ de Picard 
est quasi-séparé. 

Proposition 2.3.2 Soient S un schéma localement noethérien et 3f un S-champ préal- 
gébrique localement de présentation finie. On suppose que les deux conditions suivantes 
sont remplies. 

(i) Pour tout U G ob (AS/ S) et tout x € 6b SCxj, le morphisme Aut (x) — >■ U est 
quasi- compact. 

(ii) Soit U G ob(AfF/5y intègre, et soient x,y G obl%u- On suppose qu'il existe un 
ensemble dense de points t de U, tels qu'il existe une extension L(t) de n(t) telle que 
Xlu) — UL(t)- Alors x et y sont isomorphes sur un ouvert dense de U . 

Alors est quasi-séparé. (Autrement dit c'est un S-champ algébrique. ) 

Démonstration. Le champ 3£x s3£ est localement noethérien (car localement de présen- 
tation finie sur S) . Soit U —>■ i'xsl' une présentation de 3£ x 5 , où U est un schéma 
localement noethérien. Alors par (|2. 1 .3. 1[) (i) , pour montrer que A : 3£ — > 1" xgl" est 
quasi-compact, il suffit de montrer que le morphisme obtenu par changement de base 

/ *-U 

SC >l"x s f 

est quasi-compact. Comme c'est une question locale sur U, on peut supposer U affine. Il 
s'agit donc de montrer que si U est un schéma affine noethérien, et si x, y sont deux objets 

/ 

de SCjj, alors / = Isom fa, y) > U est un morphisme quasi-compact. 

Soit G — Aut (y) . L'action à gauche naturelle de G sur / fait clairement de / —>■ U 
un pseudo-torseuio sous G. Par récurrence noethérienne sur les fermés de U, on peut 
supposer que pour tout fermé strict F de U, I x jjF est quasi-compact. Il suffit maintenant 
de trouver un ouvert non vide V de U tel que / x u V soit quasi-compact. En effet, si V 
est un tel ouvert, alors en notant F = U\V, l'espace algébrique V = (I x u V) JJ(I x u F) 
est quasi-compact, et le morphisme V — >■ I obtenu par changement de base à partir de 
Fjji^ — > U est surjectif, donc I est quasi- compact. 

2 Autrement dit la flèche I — s- U est invariante sous G, et le morphisme naturel G x I — s- I Xu I 
est un isomorphisme. 
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Posons Z — /(/). Soit W un ouvert affine intègre de Z r éd- Alors le morphisme fw ■ 
I x v W — ^ W est dominant, et la condition (ii) signifie précisément que dans ce cas, 
quitte à choisir W plus petit, fw a une section. Ceci prouve que / Xy W est un torseur 
sous G, donc est quasi-compact. Ceci étant, on peut écrire W — Z^d H V = Z^à Xjj V 
où V est un ouvert (non vide) de U. On vérifie sans peine que le morphisme induit 
I Xu W I XjjV est surjectif, ce qui montre que I XjjV est quasi-compact, et achève 
la démonstration. □ 

Seconde démonstration du théorème (12.3. ip On sait déjà d'après [H] que le S- 
champ £?ic( S£ I S) est préalgébrique. Il est localement de présentation finie d'après I1.4.1. 11 
La condition (i) résulte du fait que, par platitude cohomologique, pour tout faisceau 
inversible «5f sur % x$ U, le [/-espace en groupes Aut(Jzf) est isomorphe à G m ,i7, donc il 
est quasi-compact. La condition (ii) résulte du lemme (|2.2.1jl (ii) et de Q2.1.2.8|) . □ 



Chapitre 3 

Théorie des déformations 



3.1 Conditions de Schlessinger 

Dans toute cette section, on suppose que S = Speciî est un schéma affine, et on 
considère un carré cartésien de iï-algèbres : 

B' *- A' 

□ p 

Y 

B A. 

B' est donc isomorphe au produit nbré A 1 xa B. On suppose de plus que p est surjectif. 

On rappelle le théorème suivant, dû à Ferrand, où pour tout anneau i?', Mod pl (R') 
désigne la catégorie des iï'-modules plats. 

Théorème 3.1.1 ([23], th. 2.2) Le fondeur 

Mod pl (B') > Mod pl (A') x ModP , (A) Mod pl (B) 

qui à un B' -module M associe le triplet {M ®b' A', M ®b< B, tp), où ip est l'isomorphisme 

canonique (M ®b' A') (g)^/ A —>- (M ®b' B) ®b A , est une équivalence de catégories. Un 

quasi-inverse est donné par le fondeur qui à un triplet (M' , N,ip), associe le A' Xa B- 
module 

S(M', N, (p) = {(m', n) £ M' x N \ ip(l <g> m') = 1 ® n}. 

L 'énoncé est encore valable en remplaçant la condition « plats » par « plats et de type 
fini », « projedifs et de type fini », ou encore « localement libres de rang 1 ». 

Nous allons en déduire un théorème de comparaison entre la catégorie des faisceaux 
inversibles sur 3£b' et le produit fibré des catégories des faisceaux inversibles sur SCa 1 et 
sur 3£b- (Ici un indice comme 3£a désigne le changement de base 1" Xj Spec A.) 

Théorème 3.1.2 Avec les notations précédentes, si X est un champ algébrique plat sur 
S, on a une équivalence de catégories 

Inv(^B') s- Inv ( &a>) x Inv(ir A ) Inv ( ^ B )- 
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Démonstration. 

Commençons par l'observation suivante. Soient ^ un S'-champ algébrique, U 1 un 
^-espace algébrique, et soit U 1 — >■ °U un épimorphismc. On note U 2 = U 1 X<% U 1 et 
U 3, = U 1 Xy/ U 1 U 1 . Alors d'après [1.1.1.61 la catégorie Inv(^) est équivalente à la 
catégorie Desc(J7 1 , ^) définie comme suit : 

- un objet de Desc([/ 1 , ^) est la donnée d'un faisceau inversible Jz? sur U 1 et d'un 
isomorphisme (p : pr\Sâ — >- pr 2 ^£ dans Inv (U 1 x^U 1 ) = Inv (U 2 ) vérifiant la condition 
de cocycle 

pr* l3 ip = pr^ 3 Lp o prl 2 ip 

dans Inv (U 3 ) ; 

- un morphisme de (Jzf , tp) vers (Jzf' , tp') est la donnée d'un isomorphisme a de vers 
£â' faisant commuter le diagramme 



prf^f 



■pr* 2 J? 

pr^a 



pr\££' prl££'. 



De plus la construction de Desc(t/ 1 ,^') commute aux produits fibrés de catégories, de 
sorte que si les trois foncteurs naturels 



Inv(C/| 



Inv [U%) x Inv([/i) Inv (W B ), i = 1, 2, 3, 



sont des équivalences de catégories, il en est de même du foncteur 

Inv(^B') > Inv (^k/) x Inv( ^ A) Inv(%). 

Revenons à la démonstration proprement dite de notre théorème. 

Premier cas : % est un S -schéma affine Speciî'. 
Alors l'assertion résulte du théorème ()3.1.1|) et du lcmme suivant. 

Lemme 3.1.3 Si R' est une R-algèbre plate, alors le carré obtenu par changement de 
base 



B' i 



R' 



A' <X) R R' 

Pr> 



B® r R' 

est encore cartésien, et pr> est surjectif. 



■Ai 



R' 



Démonstration. Un carré de -R-algèbres est cartésien si et seulement si le carré sous- 
jacent de -R-modules l'est. Or un carré de iî-modules 




est cartésien si et seulement si la suite induite 



E- 



F®G 



f-g 



H 
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est exacte. Cette condition est évidemment stable par changement de base plat. La sur- 
jectivité de pn 1 est claire. □ 

2 eme cas : 5£ est un S-schéma qui est union disjointe de schémas affines. 

Xi, où chaque Xi est affine. Alors Inv = J^Jlnv(JQ) universellement, 

i i 

et l'assertion est vraie pour chacun des S'-schémas Xi, donc il suffit de montrer que les 
produits fibres de catégories commutent aux produits arbitraires, ce qui est purement 
formel et évident. 

3 eme cas : 9£ est un schéma séparé. 
Soit X l'union disjointe d'une famille d'ouverts affines recouvrant St> '. Alors X, X Xx X, 
ei X x x X x x X sont unions disjointes de schémas affines, donc d'après la remarque qui 
amorçait notre démonstration, l'assertion résulte du second cas. 

4™ e cas : X est un S-schéma quelconque. 
De même que précédemment soit X la somme des ouverts d'un recouvrement affine de S£ . 
Alors X est séparé, et, S£ étant localement séparé (comme tout schéma!), les schémas 
X x se X et X x x A x x X sont séparés, donc il suffit d'appliquer le troisième cas. 

5 eme cas : 3£ est un S-espace algébrique. 
On choisit un morphisme étale surjectif X —>■ <5£" où X est un schéma. La diagonale d'un 
espace algébrique étant schématique (par définition) , on voit que X x xX et X x xXx x X 
sont encore des schémas, de sorte que l'assertion résulte du cas précédent. 

geme cag . o£ es ^ un S- C f lam p algébrique. 

On choisit une présentation P : X —>■ % par un espace algébrique. Alors I x j I et 
Xx x Xx x X sont encore des espaces algébriques, donc d'après la discussion préliminaire 
le résultat se déduit du cinquième cas. □ 

Corollaire 3.1.4 On garde les hypothèses et notations du théorème précédent, mais on 
suppose de plus que p est une extension infinitésimale (i.e. un morphisme surjectif à 
noyau nilpotent), et non seulement un morphisme surjectif. On suppose également que 
le morphisme f : 3£ — >■ S est cohomologiquement plat en dimension zéro. Alors les 
morphismes naturels 

Pic(JT B ^ Pic(&A>) xpic(^ A ) Pic(^s) 

et 

Px/s(B') - P x/s (A')xp x/aW P x/s (B) 

sont des isomorphismes. 

Démonstration. On a un carré commutatif 

9^B' $s A 1 

A A 

2£b ~~~ Xa 

qui induit le premier morphisme évoqué dans l'énoncé après application du foncteur Pic. 
La surjectivité résulte tautologiquement du théorème précédent. Montrons que c'est un 
morphisme injectif. Soit Jzfe' un faisceau inversible sur 3£b' tel que &b'\x a , et ^B'\x B 
soient triviaux. On veut montrer que jSfg' est isomorphe à ûx B i- Vu l'équivalence de 
catégories (|3.1.2[) . il suffit de trouver des isomorphismes 



ce Va ' 
-zb>\x a , >■ @x A , 



46 



Théorie des déformations 



tels que, aux isomorphismes canoniques près, ipA'\gg; A et i fB\sc A soient égaux. On sait 
par hypothèse qu'il existe un lça 1 et un <pg, mais a priori f>A>\x A l Pb\sc a - Soit ip — 
(ip A 1 ' \s£ a )( 1 Pb\s£ a ) ■ ip est un isomorphisme de Ggc A , donc correspond à un élément de 
r(^A, Ggc A ) x • O n voudrait que ^ soit l'identité de &,% A - H suffirait pour cela de corriger 
ip A' (ou <ps) par un automorphisme de &x A t (ou & s£b) 1 u i induise "0 sur @ x A - Il suffit 
donc pour conclure de montrer que l'une des deux flèches 

r(^<,^r A ,) x Y{Xa,Gx a Y, 

est surjective. Or par platitude cohomologique en dimension zéro, on a T(^r, & 3£ T ) = T 
pour toute -R-algèbre T, donc il suffit que A' x —>■ A x ou B x —>■ A x soit surjective. 
Comme A' —s- j4 est une extension infinitésimale, A ~ A'// avec / nilpotent et on voit 
facilement que A' x A x est surjective. 

Passons maintenant au foncteur de Picard relatif. Il s'agit de montrer que le morphisme 
naturel 

Pic(B') Pic(A') X ^§f Pic(B) 

est un isomorphisme. On sait déjà grâce à la platitude cohomologique de / que pour tout 
S-schéma T, Pic(T) s'injecte dans Pic(JT x s T) (cf. th. (|1.2.3.ip ). On identifie dans la 
suite Pic(T) à un sous-groupe de Pic(^T XjT). 

Injectivité : Soit b' G Pic(^B'). On note a', b, et a ses images dans Pic( 5£a'), Pic(^s), 
et Pic(^C4), et on suppose que a 1 G Pic(A') et b G Pic(B). Il s'agit de montrer que 
b' E Pic(.B'). Les éléments a' et b ont même image dans Pic(^4) donc grâce à l'isomorphisme 

Pic(S')-Pic(A')x pic(A) Pic(B) 

il existe un élément j3' de Pic(B') qui induit le couple (a',b). Maintenant b' et (3' ont la 
même image dans Pic(^Oi') x Pic(jr A ) Pi c (<^fl) donc d'après ce qui précède b 1 = [3' . 

Surjectivité : Soient a' G Pic(i£^/) et 6 € Pic(j^e) induisant le même élément dans 
Pic(^Oi) modulo Pic(^4). Comme Pic(A') —>■ Pic(A) est surjectif (cf. lemme (|3.1.5|l ) on 
peut supposer, quitte à corriger a 1 par un élément de Pic(-A') bien choisi, que [a!, b) G 
Pic(^A') x Pic(x A ) Pic(^s). Alors il existe un élément b' de Pîc(3Kb') q m induit (a',b), 
ce qui montre le résultat attendu. □ 

Lemme 3.1.5 Si A' —5- A est une extension infinitésimale, alors le morphisme 

Pic(A') >- Pic(A) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Signalons tout d'abord que l'on peut supposer que le noyau de A' — >■ A 
est de carré nul, puisqu'une extension infinitésimale peut s'écrire comme la composée 
d'extensions infinitésimales à noyaux de carrés nuls. On a une suite exacte de ^'-modules : 

>- I > A' s- A ^ 

où / est le noyau de A' >■ A. On en déduit une suite exacte de pC c a '-modules 

>■ ï ^SpccA' >■ ^SpccA >■ 0, 
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d'où une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur Spec A' (ou sur Spec A, n'ou- 
blions pas qu'ils ont le même espace topologique sous-jacent) via l'application exponen- 
tielle x i— * 1 + x : 

- — ï - — ^TpecA- - - ^SpecA ~ - 0. 

La suite exacte longue de cohomologie associée, et la nullité des groupes H 1 (Spec A', I) 
et iï 2 (Spec A', I) nous donnent le résultat. □ 

3.2 Déformations de faisceaux inversibles 

Commençons par une petite remarque d'algèbre que nous utiliserons abondamment 
par la suite et que, par commodité, nous énonçons sous la forme d'un lemme. 

Lemme 3.2.1 Soient A un anneau et I un idéal de carré nul de A. On note tt la projection 
canonique tt : A —>■ A/I. 

1) Le morphisme de groupes abéliens 7t x : A x > (A/I) x induit par n est surjectif. 

2) L'application x i— > 1 + x induit un isomorphisme de groupes abéliens de I sur Ker7r x . 
□ 

Soit SE un champ algébrique sur un schéma T et soit Jz? un faisceau inversible sur SE . 
On considère une immersion fermée 

i: SE *■ SE 

définie par un idéal quasi-cohérent I de SE de carré nul. 

Remarque 3.2.2 Si SE et SE sont des champs de Deligne-Mumford, le morphisme i in- 
duit une équivalence de sites entre les sites étales de SE et de 3C , ce qui permet d'identifier 
les topos étales de SE et de SE . Il est alors évident que la catégorie des â se -modules quasi- 
cohérents est équivalente à la catégorie des û ^--modules quasi-cohérents annulés par I. 
Lorsque l'on travaille avec des champs d'Artin (donc avec leurs sites lisses-étales) il faut 
être plus prudent. En effet le foncteur naturel du site lisse-étale de SE vers celui de SE 
n'est même plus fidèle si bien que ces derniers ne sont a priori pas équivalents. Cependant, 
la descente fidèlement plate des modules quasi-cohérents (cf. par exemple ll.Ll.6p nous 
permet encore d'identifier la catégorie des ^^-modules à la catégorie des ^^--modules 
annulés par /. En particulier, l'idéal / peut être vu comme un 0x -module. 

On note Defm(jSf) la catégorie des déformations de Jz? à SE définie de la manière 
suivante. Un objet de Defm(Jz? ) est un couple (Jz? , A) où Jz? est un faisceau inversible sur 

SE et A est un isomorphisme A : i*Jâ? —^ Jz? • Un morphisme de (jSf, A) vers (^K, /i) est 

un isomorphisme a : Jz? > jfâ tel que /i o i*a = A. On note Defm(Jz? ) l'ensemble des 
classes d'isomorphie de Defm(Jz?). 

Dans [TTj . Aoki définit la catégorie Defm^/) des déformations d'un morphisme de 
T-champs algébriques / : SE —s- & et en donne une description complète au théorème 
2.1.1, que nous rappelons ci-dessous. Nous renvoyons à loc. cit. pour les notations précises 
et la définition de Dcfmj^/). 

Théorème 3.2.3 (Aoki) (1) Il existe un élément lû S Ext 1 (L/*L^/y, I) dont l'annu- 
lation équivaut à l'existence d'une déformation de f . 
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(2) Si uj = 0, alors Defin^/) est un torseur sous Ext (L/*L^/y,J). 

(3) Si (/,A) est une déformation de f, son groupe d'automorphismes est isomorphe à 

En appliquant ce théorème avec & = BG m , et en tenant compte du fait que la catégo- 
rie des morphismes de 2£ vers BG m est équivalente à la catégorie des faisceaux inversibles 
sur $f, on en déduit une description de la catégorie Defm(Jzf) en termes des groupes 
Ext î (L/*L BGm / T , /) (où / désigne le morphisme 5C — >■ BG m correspondant au faisceau 
inversible Jzf sur 5£), que nous allons promptement remplacer par les groupes de coho- 
mologie de S£ à valeurs dans I grâce au lemme suivant. 

Lemme 3.2.4 Pour tout i e Z, on a Ext i (Lf* Lbg^/t , I) = H' i+1 (Jf,/). 

Démonstration. Commençons par calculer le complexe cotangent de BG m sur T. On 
va montrer qu'il est représenté par le complexe ^BG m [ — l]j qui a pour seul terme non nul 
^BG m situé en degré 1. Vu que BG m est lisse, on sait d'après [SH] (17.8) que L B G m /T 
est canoniquement isomorphe à La [— 1] , où La est le complexe cotangent du morphisme 
diagonal 

A : BG m >■ BG m x T BG m . 

Mais comme A est représentable et lisse, la proposition (17.5.8) de [3H| montre que le sys- 
tème projectif La est essentiellement constant, et peut être représenté par le ^BG m - m odule 
quasi-cohérent î7a = ^BG m /BG m x T BG m placé en degré (rappelons que par définition î^a 
est la limite dans Modqcoh^.^") du ind-objet J^°(La))- Plus précisément, si 9 ~~ 
est un morphisme représentable et lisse, son complexe cotangent peut être calculé de la 
manière suivante. On choisit une présentation Z 2? de iF, et on note Y — & x$r Z 
l'espace algébrique obtenu par changement de base. Le morphisme Y —>■ <3f est automa- 
tiquement une présentation de . On note Y* (resp. Z*) l'espace algébrique simplicial 
obtenu en prenant le 0-cosquelette du morphisme Y W (resp. Z — >■ 

Y' Z* 

Y Y 
<& > % 

A l'étage i, le morphisme Y 1 — >- Z % est lisse donc son complexe cotangent est représenté 
par le ^yi-module quasi-cohérent Clyt/z* placé en degré 0. Le ^y.-module simplicial 
Çîy /z» se descend en un ^V-module quasi-cohérent unique à unique isomorphisme près 
([35] (13.5.4) et (13.5.5)), qui n'est autre que fl^/t?. Pour le cas qui nous occupe, onaf = 
BG m et = BG m Xt BG m . Le morphisme T — >- BG m correspondant au torseur trivial 
fournit par composition avec le morphisme diagonal une présentation de BG m x*r BG m . 
De plus on a un carré 2-cartésien 

Y = G m > Z = T 

□ 

Y Y 

BG m ~~ BG m Xj BG m 

dont on peut facilement calculer le 0-cosquelette. En effet, on a 

Y = G m x BG m G m 

~ G m x T Tx B G m Lx T G m 

~ G m X T G m X T G m = (Gm/T) 3 
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puis par récurrence on en déduit Y 1 ~ (G m /T) 2î+1 . Par ailleurs, 

Z l = T X( BGmXTBGm ) T 

— (T X(BG m x T BG m ) BG m ) X BG m T 

— G m X BG m T 

~ G m x T (Tx BGm T) 
~ G m xt G m = (G m /T) 2 

puis par récurrence on en déduit ~ (G m /T) 2 \ A l'étage i, le morphisme Y % — >■ Z* 
s'identifie donc à (G m /T) 2î+1 > (G m /T) 2î , autrement dit c'est le morphisme structural 
^m,^ — > du groupe G m sur la base 5, = (G m /T) 2î , et son module des différentielles 
relatives est canoniquement isomorphe à &{G m /T) 2i +' L . En conséquence, le 6y -module 
simplicial Q Y '/Z' est isomorphe à ûy, si bien que Çlay/^ est isomorphe à Gay, ce qui 
achève le calcul du complexe cotangent de BG m . 

Maintenant, si / est un morphisme de 3£ dans BG m , le système projectif L/*LBG m /T 
est représenté par le complexe & qui a pour seul terme non nul G se situé en degré 1. 

On en déduit, par définition, 

ExV(Lf*L BGni/T ,I) 



□ 

Le théorème ci-dessus devient alors 

Théorème 3.2.5 (1) Il existe un élément uj G H 2 (3£ ,1) dont l'annulation équivaut à 
l'existence d'une déformation de Jz? à 3C . 

(2) Si uj — 0, alors Defm(Jzf) est un torseur sous H («S2T , J). 

(3) Si (Jzf, A) est une déformation de _Sf, son groupe d'automorphismes est isomorphe 
àH Q (3T,I). 

Comme on peut s'en douter, le théorème (|3.2.5p . qui n'est qu'un cas particulier de 
p. 2. 3p . est en réalité beaucoup plus facile à obtenir que ce dernier. De plus la démons- 
tration du théorème (|3.2.3[) fait appel à un certain nombre de résultats non triviaux 
concernant les déformations de morphismes d'espaces algébriques ([35]), les déformations 
de morphismes représentables de champs algébriques ( |47j ) . les déformations de champs 
algébriques ([H]) et la théorie du complexe cotangent ([H3], [31] et [H]). Il nous a donc paru 
nécessaire de donner une démonstration directe, et plus élémentaire que celle qui consiste 
à faire appel à [11 , du théorème (|3.2.5p . Commençons par en démontrer le troisième point 
(pour mesurer l'ampleur des simplifications, le lecteur pourra comparer avec la démons- 
tration du résultat analogue pour les déformations de morphismes, qui est essentiellement 
la proposition 2.8 de [TT]). 

Démonstration de (13.2.5D . (3) Par définition un automorphisme de (Jzf , A) est un 
automorphisme ip de Jz? tel que i*ip = Id^^r. Autrement dit, Autrjgfjjw^ (-2?, A) est le 



= Ext '(tf*- Ml.*) 

= HomA^^^d-lUH) 

= Hom D qcoh (^)(^,^[î + 1]) 

= Ext i+1 (^r,J) 
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noyau du morphisme Aut(Jzf) Aut(JSf) induit par i*. Or Aut (.if) = Y{&,ff~)* et 
Aut(jSf) = r( 3£, ■ Donc Aut Défaut) (-^ i ^) es t ^ e novau du morphisme 



9 _ r ^ ( h^M 



H°(StT,I) 



On en déduit d'après le lemme ()3.2.ip 2), que le groupe AutT3 e f m ^ ) (-^' •V) es ^ isomorphe 
à H°(Sf, I) via l'application x h- > 1 + x. □ 

Nous allons en fait donner deux démonstrations des parties (1) et (2) du théorème 
(13.2.5p . La première démonstration proposée ci-dessous est une traduction dans le lan- 
gage des faisceaux inversibles de la démonstration du théorème 2.1.1 de fTT]. Un certain 
nombre d'arguments se simplifient, voire deviennent inutiles, et les outils invoqués diffèrent 
sensiblement, mais le canevas sous-jacent est le même : 

- prendre une présentation Xq de et l'espace algébrique simplicial associé à cette 
présentation ; 

- relier les déformations dans la catégorie des champs algébriques à celles dans la 
catégorie des espaces algébriques simpliciaux ; 

- comparer les groupes Ext (dans le cas des morphismes) ou les groupes de cohomo- 
logie (dans le cas des faisceaux inversibles). 

La seconde démonstration, plus rapide, généralise au cas des champs algébriques l'ar- 
gumentaire classique valable dans le cadre des espaces algébriques. 

Première démonstration de (13.2.5p . (1) et (2) : Commençons par une remarque 
générale. Soit X° ■ >■ 3£ une présentation de X . Alors la catégorie des faisceaux in- 
versibles sur SC est équivalente à la catégorie suivante. Un objet est un couple (_Sf°,o:) 

où est un faisceau inversible sur X° et a : p^Jzf -h>- p^^" 3 est un isomorphisme tel 
que, à des isomorphismes canoniques près, (p^a) ° (Pi2 a ) = P*3 a - Un (iso)morphisme 
(J§f°,a) (^#°, 0) est un isomorphisme 7 : Jzf —>- tel que (pJt) a = f3 o (p*<y). 

On choisit une présentation P : X° — >- SC de S£ telle que JSf° := P* £â soit trivial et 
telle que X° soit union disjointe de schémas affines. D'après le lemme (|3.2.6p ci-dessous, il 
existe alors un morphisme lisse et surjectif P : X Q — >■ X et un diagramme 2-cartésien : 

X Q ^^X° 
p a p 

Y 

x^^sl. 



Quitte à prendre une présentation de X°, on peut supposer que X° est union disjointe de 
schémas affines, et donc que io est une somme disjointe d'immersions fermées entre des 
schémas affines. Soit a : p\J£ a -—>- p^^ l'isomorphisme correspondant à S£ via l'équi- 
valence de catégories ci-dessus (disons qu'on fixe une fois pour toute une telle équivalence 
de catégories ainsi qu'un quasi-inverse). Afin d'alléger un peu les notations, on supposera 
dans la suite que le faisceau Jzf est égal, et non seulement isomorphe, à &x° ■ (Ceci est 
un abus clairement inoffensif. En toute rigueur il faudrait choisir une fois pour toute un 
isomorphisme entre ûx° et -5f° et le transporter tout au long de la démonstration.) On 
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note alors Defm(a) l'ensemble des isomorphismes a : p*G~ —^P^rô te ^ s ^ ue 

(P23") o (p* 12 a) = p$ 3 â 
et 5| j = i\a = a 

(à des isomorphismes canoniques près, que nous omettrons pour rester lisible), où X 1 = 
X° x x X°, X 1 = X° x ^X°, et h est le morphismc induit X 1 X 1 . 

Il existe alors une application A : Dcfrn(a) — Defm(«if ) qui à 5 associe la classe du 
couple (Jzf , A) constitué du faisceau inversible «if sur SC associé à (G~ , S) via l'équivalence 

de catégories mentionnée plus haut, et de l'isomorphisme A : i*S£ —a- «if induit par 
l'isomorphisme canonique i^G ~ ~^ &x°- 

• L'application A ainsi construite est surjective. 
Soit («if, A) une déformation de «if. Soit «if° = P*«if. On a un isomorphisme P*X : 
ip«if >■ «if = ^jo , donc en vertu du lemme (|3. 1 . 5f> le faisceau inversible «if est trivial. 
On fixe un isomorphisme ip : «if° G^. Soit 5 : p*«if° p^-^ l'isomorphisme 
correspondant à «if. On pose a = (P2V?) 5 o (pff/j) -1 : p\0~ o -p\G~ a . Il est clair 
que S appartient à Defm(a). Soit A(cE) = («if , A) la déformation correspondante. On va 
montrer que, pour un choix de tp convenable, («if, A) et («if, A) sont isomorphes. 

L'isomorphisme tp, par définition de a, fait commuter le diagramme 

P*^^P\e~ 



donc il induit un isomorphisme «if —s- «if . C'est un isomorphisme de déformations si et 

seulement si \ oï*tp = A. Vu la construction de l'isomorphisme «if —s- «if , cela revient pré- 
cisément à exiger que içtp = P*X. Or le morphisme de groupes A\xt{û~ ) > Aut(«9'x ) 
est surjectif en vertu du lemme (|3.2.ip 1), donc on peut toujours choisir un tel tp, ce qui 
prouve notre assertion. 

On note maintenant K le noyau 

K = Ker ( H^X 1 ,! 1 ) P ^ ph+P h H°(X 2 , I 2 ) ), 



où X 2 = X° x%- X° x,srX°, et I 1 , I 2 sont les images inverses de I sur X 1 , X 2 . Ce groupe 
agit sur Defm(a) de la manière suivante : si x G K et à G Defm(a), on pose 

X.Q = p, 1+x o 5, 

où désigne l'automorphisme de p\& ^ de multiplication par 1 + x. 

• Muni de cette action, Defm(a) est soit vide, soit un torseur sous K . 
On suppose que Dcfm(a) est non vide. C'est alors clairement un torseur sous le groupe 
B des automorphismes (3 G Aut(^j^) tels que f3\ — Id^> xl et (ptsfl) (Puft) = P*3@- 
Le lemme (13.2.11) . 2) montre que l'application x 1— » 1 + x induit un isomorphisme de 
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H°(X 1 ,I 1 ) sur le groupe des G Aut(^j^) tels que j3\ xl = Ide xl . En considérant sa 
restriction à K on obtient un isomorphisme de K sur B, d'où le résultat. 

On a par ailleurs un morphisme D : H°(X°, 1°) — — 3- K , qui induit donc une action 

de H°(X°,I°) sur Defm(a). 

• Les fibres de A sont les orbites de Defm(a) sous H a (X°,I Q ). 
Soient 5i, 5?2 € Defm(a). Il s'agit de montrer que ai et ct2 sont dans la même orbite sous 
H°(X°, 7°) si et seulement si A(a\) — A(à.2). On note (j£?i, Ai), (-S?2, A2) les déformations 

de J2? associées. Un isomorphisme (jSfi, Ai) — >■ (Jz?2, A2) est un isomorphisme Jzf x — >■ j£f 2 
tel que A2°i*7 = Ai. Un tel isomorphisme correspond à un isomorphisme 7 : &~ &~ 
tel que les diagrammes 




commutent. Le second diagramme signifie simplement que Zq7 = Idjg^-g. Cela équivaut 
encore à dire que 7 est de la forme Hi+ X où x € H°(X°,I°). Donc A(âi) = A(ct2) 
si et seulement s'il existe x £ H°(X°,I Q ) tel que âi — (p^Mi+x) ol\ {PiHi+x)^ 1 = 
{p 2 x — p\x).à\, i.e. si et seulement si ôt\ et ai sont dans la même orbite sous H°(X°,I°). 

Le fait que A soit surjective et que ses fibres s'identifient aux orbites de Defm(a) 
(qui, ne l'oublions pas, est soit vide soit un torseur sous K) sous H°(X°,I°) montre 
que, lorsqu'il est non vide, Defm(Jzf) est naturellement un torseur sous le conoyau du 
morphisme D : H°(X°,I°) K. Or, comme P : X° —>■ S£ est une présentation de 
SE , la proposition (|A. 1 .4. 1|) de l'annexe montre que l'on a une suite spectrale (cf. loc. cit. 
pour les notations) : 

E p 2 q = H p {H q {X',I')) =► H p+q {SS,I). 

La suite exacte des termes de bas degré associée à cette suite spectrale est la suivante 
([T7], chapitre XV, paragraphe 5, p. 329) : 

_^ e£'° — H 1 E° 2 A — E 2 2 ° — I/ 2 . (3.1) 

Or, comme V° est union disjointe de schémas affines, le groupe H 1 (X°, 1°) est trivial, ce 
qui montre que le terme E 2 ,x de la suite exacte ci-dessus est nul. On obtient donc d'une 
part une injection de H 2 (H°(X* , I*)) dans H 2 (SE,I), dont nous nous servirons bientôt, 
et d'autre part un isomorphisme entre H 1 (SE,I) et É 1 (H°(X' , I')). Ce dernier groupe 
n'étant autre que le conoyau de D, on en déduit la deuxième assertion du théorème. 

• Classe d'obstruction. 
Vu que A est surjective, Defm(«5f) est vide si et seulement si Defm(a) l'est. Il ne nous 
reste donc plus qu'à construire un élément w de H 2 (SE, I) dont la nullité caractérise l'exis- 
tence d'une déformation 5 G Defm(a). Or, via l'identification Aut(^^,) ~ r(X°, & X ~ Y~ , 
chercher un tel 5 revient à chercher à G T(X 1 , ^^î) x tel que 
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ji) • Choisissons un antécédent /3 e G^C) °- e 

a. Alors /3 est automatiquement inversible, et les équations ci-dessus deviennent : 



On rappelle queT(X 1 ,û x i) 



i* 1 (à(3- 1 ) = ier(x\û xl r 

(P23(5/3- 1 ))(W 2 (5r 1 ))(K 3 (5/3- 1 ))- 1 = (ph^Ph^PhP)- 1 =■■ £ 

Le fait que a vérifie la condition de cocycle (P23 a )iPi2 a )(Pi3 a ) = 1 montre que = 1, 
ce qui signifie d'après le lemme (13.2. ip que £ est de la forme 1 + u avec u € H a (X 2 , I 2 ). 
Posant 7 = a/3" 1 les équations deviennent 



q 7 = ieT(x\G xl ) x 

(P237)(K 2 7)(PÏ37)- 1 = 1 



uer(x 2 ,0~ 2 ) 



Toujours d'après (|3.2.ip l'ensemble des éléments qui vérifient la première équation s'iden- 
tifie à H°(X 1 , 1 1 ) via x i— » 7 = 1 + x. Donc chercher un élément à £ Defm(a) revient à 
chercher un x G iï (X 1 ,/ 1 ) tel que (p2 3 ~ P13 + P*2) x = u - P ar ailleurs, vu l'expression 
de £ = (Pmfàfàil^iplzPY 1 , on a clairement (p^ 34 - p* u +PÏ 24 -PÏ 23 ) M = °- 0n note 
alors w la classe de u dans 



H 2 (H°(X',I')) 



Ker (P234 - PÎ34 + PÎ24 ~ PÎ23) 

Im(p* 3 -p*3+pï 2 ) 



L'injection H 2 (H°(X° , I')) H 2 (X,I) obtenue ci-dessus à partir de la suite spectrale 
de descente cohomologique permet de voir ui comme un élément de H 2 (X, J), et la dis- 
cussion que nous venons de mener montre que u> = si et seulement si Jzf admet une 
déformation à X . □ 

Lemme 3.2.6 Soit i : X —>■ X une immersion fermée de champs algébriques définie 
par un idéal quasi- cohérent I de X de carré nul (ou nilpotent). Soit P : X° > X 
un morphisme lisse, où X° est union disjointe de schémas affines. Alors il existe un 
morphisme lisse de champs algébriques P : X a —s- X et un diagramme 2-cartésien : 



X° 
p 



x° 



X 



x. 



Si de plus P est surjectif (resp. étale), il en est de même de P. 

Démonstration. D'après [47J . thm. 1.4, il existe o € Ext 2 (L x o / % , P* I) tel que o = si 
et seulement s'il existe un diagramme 2-cartésien comme ci-dessus avec P plat. Comme 
P est lisse, d'après [SB], (17.5.8), le complexe cotangent L x »/x es t quasi-isomorphe au 
1^0-module quasi-cohérent ^3sr°/^r ' c ^ es ^ localement libre de rang fini. On a donc : 

^t\L x0/x ,P*t) = Ext l (n x0/ ^,P*I) 

= Ext l (0 x o,(n xo/ ^) v 8P7) 

= w(x\{rt x0/x y ®p*i) 
= 
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pour i > puisque X° est union disjointe de schémas affines. Il reste juste à montrer que 
P est lisse, et qu'il est même étale (resp. surjectif) dès que P l'est. Or P est représentablc 
d'après [4"7] , lemme (2.1). Par descente fidèlement plate, on peut supposer, quitte à faire 
un changement de base par une présentation de JT, que X est un espace algébrique. Le 
résultat découle alors de [H], lemme (2.2.4). □ 

Remarque 3.2.7 En réalité, dans le lemme qui précède, X° est automatiquement une 
union disjointe de schémas affines. Nous n'aurons pas besoin de ce fait par la suite. 

La seconde démonstration que nous proposons repose sur une généralisation au cas des 
champs algébriques des arguments avancés par Artin dans |I2j . Elle est plus directe que 
la précédente dans la mesure où elle ne repose pas sur une réduction au cas des espaces 
algébriques. Elle nécessite cependant un petit travail technique pour relier la cohomologie 
des faisceaux abéliens sur X et sur 3£ (ce qui était trivial lorsque c'étaient des schémas 
puisqu'ils avaient le même espace topologique sous-jacent). 

Seconde démonstration de ([3.2.5p . (1) et (2) : 

Montrons d'abord que Defm(Jzf) est isomorphe à l'ensemble Pic[_s?](^) des éléments 
de Pic(^) qui sont envoyés sur [J*f] € Pic(^T). On a une application naturelle <fi : 
Defm(Jzf) —s- Pic[_sf](^T) qui à une déformation (Jz? , A) associe la classe de dans 
Pic( JT). Elle est clairement surjective par définition même de Defm(Jzf). Montrons qu'elle 
est injective. Soient (<£? , A) et (^#, fj,) tels que [Jzf] = Autrement dit, il existe un iso- 
morphisme a : J?f On veut montrer que l'on peut choisir a de telle sorte que i*a = 

/i -1 o A. Il suffit pour cela de voir que le morphisme de groupes Aut(^f) — >■ Aut(i*.if) 
est surjectif : il n'y aura plus alors qu'à corriger a par un automorphisme convenablement 
choisi de Or ce morphisme de groupes s'identifie à Aut(^^r) > Aut(^r), qui est 
surjectif en vertu de (|3.2.1j) . 1). 

L'ensemble Defm(Jzf), qui s'identifie à Pic^j (^T), est donc naturellement un torseur 
sous le noyau du morphisme Pic(^T) — ^ Pic(^T). Calculons ce noyau. On a une suite 
exacte de faisceaux quasi-cohérents sur 2£ : 

s- / ^ &^ uGx — >■ 0. 

Le morphisme 6 jp- i*Ggc est donné sur un ouvert lisse-étale (U,u) de 3£ par 

Il induit donc d'après ()3.2.ip un morphisme surjectif 

'T((U,u),Û~) 



T((U,u),I) 



dont le noyau s'identifie via l'application exponentielle à T((U,u), I). En d'autres termes, 
on obtient une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur 9£ : 

^ I =- û x ~ ^ ^ 0. 

La suite exacte longue de cohomologie associée nous donne : 
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Or d'après fl .1.2.41 le groupe H l {3£ ,0 > ~) est isomorphe à Pic(^T). De plus le lemme 

IA.1.8.1l fourni en annexe montre que H 1 ( 3£ , — H x {3£ , — Pic(=5T)- Montrons 

enfin que la première flèche de la suite exacte longue ci-dessus est injective. Il suffit pour 
cela de voir que le morphisme H°(âl>, ^Jr) — >■ i*0^) est surjectif, ce qui résulte 

encore du lemme (|3 . 2. 1[) . On obtient donc la suite exacte 

H 1 (3^,1) >- Pic(iP) Pic(JT) > H 2 (3r,I), 

ce qui achève notre démonstration. □ 

Remarque 3.2.8 Nous avons montré au passage que le noyau de Pic(^T) — »■ Pic(^T) 
s'identifie IH 1 {3£,I). 




3.3 Lissité et dimension 

Soient k un corps, P un fc-espace algébrique, et x : Spec k — *■ P un fc-point de P. 
Soit k[e) — k[X]/ (X 2 ). On note i : Specfc Spec k [e] l'immersion fermée définie par le 
morphisme qui envoie e sur 0. L'espace tangent à P en x, noté T X P est par définition un 
fc-espace vectoriel dont l'ensemble sous-jacent est l'ensemble des morphismes de Specfc[e] 
vers P qui induisent x par composition avec i. Autrement dit c'est l'ensemble des éléments 
de P(fc[e]) qui sont envoyés sur x par la flèche P(k[e]) P(k) induite par i, muni d'une 
structure de fc-espace vectoriel naturelle, que nous n'expliciterons pas ici (pour plus de 
détails, voir [33] (5.11)). 

Si / : X :~ P est un morphisme de fc-espaces algébriques, et si x est un fc-point de 
X, on note T x f : T X X Tjr x \P le morphisme naturel : 

T f ( x) P = W> : Specfc[e] —>■ P\ipoi — fox} 
f ol P- 

C'est un morphisme de fc-espaces vectoriels. Nous rappelons ci-dessous quelques résultats 
bien utiles dans l'étude des espaces tangents. 

Lemme 3.3.1 1) Soit f : X —>■ P un morphisme formellement lisse (resp. for- 
mellement non ramifié, formellement étale) de k-espaces algébriques et soit x : 
Specfc —s- X un point k-rationnel de X. Alors T x f : T X X —s- Tfç x )P est sur- 
jective (resp. injective, resp. un isomorphisme) . 
2) Soient X un k-espace algébrique localement de type fini, x un k-point de X , et L 
une extension de k. On note Xl le L-espace algébrique obtenu par changement de 
base, et xl le point de Xi, induit par x. Alors le morphisme naturel 

{T x X)® k L - > T XL (X L ) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. 1) Dire que T x f est surjective (resp. injective, resp. un isomorphisme) 
revient à dire qu'étant donné un diagramme commutatif en traits pleins : 

Spec fc c — ^ Spec k[e] 
v ■ 



X *P. 
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il existe une (resp. au plus une, resp. une unique) flèche </? en pointillés qui le rend com- 
mutatif. Ceci résulte clairement du fait que / est formellement lisse (resp. formellement 
non ramifié, formellement étale). 

2) D'après [35] II (6.4), il existe un diagramme commutatif 



X' 




Spec k s- X 

où X' est un schéma affine étale au-dessus de X. Compte tenu du point précédent, on 
peut donc supposer que X est un schéma affine d'anneau A. Via des identifications bien 
connues, tout revient à montrer que le morphisme Der k{A,k)®kL —s- Der & {A, L) est un 
isomorphisme. On note 7r : A —>■ k le morphisme correspondant au point x. La fc-algèbre 
A est de type fini, donc s'écrit A = k ^'"''p^ . Si on note M : k n — *- k r l'application 
linéaire de matrice 

Km) •■• *(&)) 

M= : : 

vm - «m) 

on voit facilement que T xl (Xl) = Derfe(A, L) = Hom^Sl^/j,, L) s'identifie (fonctorielle- 
ment en L) au noyau de M Cgi^ L. La suite exacte 

> T X X =- k n — ^ k r 

induit une suite exacte 

M® fc L 

> (T X X) ® k L ^ L n U 

ce qui prouve notre assertion. □ 

Nous rappelons également le résultat suivant, valable aussi pour un espace algébrique 
puisqu'un espace algébrique en groupes sur un corps est toujours un schéma. 

Proposition 3.3.2 (|34j 5.13 et 5.14) Soient P un k-schéma en groupes localement de 
type fini, et e le k-point neutre. Alors P a la même dimension en tout point. De plus cette 
dimension est inférieure à dim^ (T e P), et les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) dimP = dim fe (T e P); 

(ii) P est lisse en ; 

(iii) P est lisse. 

Elles sont vérifiées lorsque k est de caractéristique nulle. 

Théorème 3.3.3 Soient k un corps, S = Specfc, et X un S -champ algébrique. On note 
Pic^r/fe le fondeur de Picard relatif Pic^- i s et on suppose qu'il est représentable par 
un S-espace algébrique localement de type fini. 

a) Alors l'espace tangent à l'origine est 

b) L'espace algébrique Pic^/fc a la même dimension en tout point. De plus cette di- 
mension est inférieure à dimfc H 1 (3^ , & sc\ et il y a égalité si et seulement si Pic^r/fc est 
lisse à l'origine. Dans ce cas, Pic,^r/fc est lisse de dimension dim^ H (3f , partout. Il 
en est toujours ainsi lorsque k est de caractéristique nulle. 
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Démonstration, a) On note encore P = Pic^-/fe. On rappelle que l'espace tangent à P 
en est défini par T P := Ker (P(k[s\) > P(fc)), où k[e] = ^l. Il est naturellement 
muni d'une structure de A:-espace vectoriel. Si l'on pose 3£ = 2£ Xspecfe Specfeje], alors 

X est une déformation de X '. On note i : >■ SC l'injection canonique. On voit 

facilement que l'idéal / sur 9£ de carré nul qui définit S£ comme sous-champ fermé de 
3£ est isomorphe à i La remarque (13.2.8|) montre alors que l'on a un isomorphisme 
naturel 

Ker(Pic(JT) -► Pic(JT)) > H 1 ( S", i*0 x ). 

Or d'après le lemme (|A.1.8.I|) . H X {3K ,i*â est isomorphe à H 1 (S? , . On a par 
ailleurs un carré commutatif : 

Pic(jT) ^Pic(JT) 

P(k[e}) -P(fc), 

qui induit un morphisme entre les noyaux des flèches horizontales, et donc, d'après ce qui 
précède, un morphisme v : H (3? , se) 1b P. Montrons que v est un isomorphisme. 
Remarquons tout d'abord que si k est algébriquement clos, les flèches verticales du carré 
ci-dessus sont des isomorphismes en vertu de (|I.2.I.5p . de sorte que v en est un aussi. 
Passons maintenant au cas général. Soit k une clôture algébrique de k. Le carré ci-dessus 
s'envoie alors sur le carré correspondant obtenu après extension du corps de base à k. On 
en déduit en regardant les noyaux un carré commutatif de fc-espaces vectoriels : 

H\X, X ) !( X _) 

v - 

ToP -ToGPi). 

Par adjonction ce carré induit le diagramme commutatif suivant : 

HH JT, ff x ) ® k k > H\3^, 0^) 

' _ I 

(T P) ® k k To(Pfe). 

Clairement pour montrer que v est un isomorphisme il suffit de montrer que v® k k en est 
un. Or nous avons vu ci-dessus que v en est un. La flèche du haut est un isomorphisme 
d'après (|A.1.7.3|) . et celle du bas en est un d'après le lemme (|3.3.I|) ci-dessus. Pour b) il 
suffit d'appliquer (|33^|) . □ 

3.4 Représentabilité 

Théorème 3.4.1 Soient S un schéma et X un S -champ algébrique propre, plat, de pré- 
sentation finie et cohomologiquement plat en dimension zéro. Alors le fondeur de Picard 
relatif P = Pic^ /5 est représentable par un S -espace algébrique localement de présenta- 
tion finie et localement séparé. 
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Démonstration. On peut évidemment supposer que S est un schéma affine d'anneau R. 
On peut même supposer que R est de type fini sur Z grâce à la proposition (4.18) (ii) 
de [3S]. La question de la représentabilité est locale pour la topologie (fppf) sur S f [TÏÏ] 
corollaire (7.2)). On se ramène donc avec la remarque (|1.2.2.4[) au cas où / a une section. 
Dès lors, il résulte du théorème (|1.2.3.ip que P est isomorphe au foncteur de Picard relatif 
Par /s, i-e- que 

, PicQr x s g') 
nb > ~ Pic(S') ' 

Nous allons maintenant utiliser le théorème (5.3) de [12], et il nous faut pour cela en 
vérifier les conditions [0'] à [5']. On sait déjà que les conditions [0'] (« P est un faisceau 
fppf »); [1'] (« P est localement de présentation finie »), et [2'] (« P commute aux limites 
projectives ») sont vérifiées, respectivement d'après ([1.2.3.1J1 . (|1.4.1.ip . et p.4.2.ip . Les 
conditions de séparation [3'] a) et b) résultent immédiatement du lemmc (|2.2.1|) . Il nous 
reste donc à construire une « théorie des déformations » au sens d'Artin p~2] (5.2) et à 
vérifier les conditions du théorème (5.3) s'y rapportant. Or d'après le corollaire (|3.1.4p , 
si A —s- A' est une extension infinitésimale et B —s- A un morphisme quelconque, le 
morphisme canonique 

P(A' x A B) ^ P(A') x P(A) P(B) (3.2) 

est un isomorphisme. On en déduit en utilisant la remarque au bas de la page 47 de |12j que 
l'on obtient une théorie des déformations pour P en posant pour tout triplet (Aq, M, £o), 
où Aq est une iî-algèbre intègre, M un A -module de type fini, et Ç € P(Aq), 

D(A ,M,Ç )=Ker(P(A [M}) P(A )). 

Ici Aq [M] désigne la Ao-algèbre Aq © M munie de la multiplication donnée par (ao , m) ■ 
(oq, m') = (aoOg, aom' + a Q m). (Le Ao-module M s'identifie donc à un idéal de carré nul 
de Ao[M].) En utilisant le fait que le morphisme Pic(Ao[M]) Pic(Aq) est un isomor- 
phisme (lemme (|3.1.5p ). on voit facilement que le noyau de P(Aq[M]) P(Aq) s'iden- 
tifie au noyau du morphisme Pic(,^4 [M]) — >■ Pic(<^A )- D'après la remarque (|3.2.8p . on 
obtient donc : 

D(A ,M,Ç ) = H 1 (%- Ao[M] ,I) 

où / est l'idéal de carré nul définissant l'immersion fermée 3£a ^a [m\ - H es t clair 
que / = fX [M]j*M — i*fX M, où les notations sont celles du diagramme : 



fAn 



Spec A 



^A [M] 

Ia [m] 

Y 

Spec A [M}. 



Le lemme (| A. 1 .8. 1[) nous donne alors : 

D(A ,M,Ç Q )=H 1 (%- Ao ,f* Ao M). 

Vérifions maintenant les conditions [4'] a) à [5'] c) portant sur la théorie des déforma- 
tions ainsi construite. Notons que les conditions [4'] b) et [5'] a) sont automatiquement 
vérifiées grâce à la bijectivité de (|3.2p . comme le fait remarquer Artin (|12j. page 48). 

[4'J a) H s'agit de vérifier que la formation de D(Aq,M, £q) « commute avec la loca- 
lisation en Aq », et que si M est un Ap-module libre de rang 1, alors D(Aq,M, £q) est 
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un ^4o _m odule de type fini. La première assertion résulte de la proposition (|A.1.7.3|) . et la 
seconde de la finitude de la cohomologie des faisceaux cohérents sur un champ algébrique 
propre et localement noethérien ([33] théorème (1.2), ou [22]). 

[4'] c) Nous devons montrer que si Aq est une -R-algèbre intègre de type fini, il existe 
un ouvert non vide U de SpecAo tel que pour tout point fermé s dans U le >t(s)-espace 
vectoriel D(k, M®a k ( s )> £o s ) soit isomorphe à D(A , M, Ço)®A k(s). En d'autres termes 
on demande que pour un tel point s, le morphisme canonique 

H\£tr Ao ,fX M) ®a n{a) — H x {3£ s ,r a {M® Ao k(s))) (3.3) 

soit un isomorphisme. Montrons d'abord qu'il existe un ouvert non vide de Spec^4o sur 
lequel M est libre de rang fini. On note K le corps des fractions de Aq. Comme M est 
de type fini, Mk est un iiT-espace vectoriel de dimension finie. Soient (x\, . . . , x n ) des 
éléments de M dont les images dans Mk engendrent Mk- Soit (j/i, . . . , y n ) une famille 
génératrice de M. Il existe / € Aq non nul tel que pour tout j on puisse écrire yj comme 
combinaison linéaire des y- dans Mk- Donc quitte à localiser par / on peut supposer que 
la famille (x\, . . . , x n ) engendre M. C'est alors aussitôt une base de M. En effet, on a un 
morphisme surjectif ip : A n —s- M qui induit un isomorphisme tfK '■ A\ —s- Mk, et le 
morphisme de localisation A n K n est injectif puisque A est intègre, donc ip est aussi 
injectif. Maintenant, M est libre de rang fini sur Spec Aq, donc fX M ~ {6 'se x s Spec A ) n 
est cohérent et plat sur Spec Aq (car / est plat). Donc le résultat de Mumford ([43] para- 
graphe 5) généralisé par Aoki aux champs algébriques f [llj. théorème (A.l)) s'applique et 
il existe un ouvert non vide U de Spec Aq tel que, pour tout point s de U, le morphisme 
(|3.3p ci-dessus soit un isomorphisme. 

Pour les conditions [5'] b) et [5'] c), on peut reprendre telles quelles les démonstrations 
proposées dans [12], page 70 dans le cas des espaces algébriques, en utilisant la classe 
d'obstruction que nous avons construite au théorème (|3.2.5p . □ 
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Composante neutre du 
foncteur de Picard 

4.1 Préliminaires 

4.1.1 Composante des fibres le long d'une section 

Lemme 4.1.1.1 Soient k un corps, X un k-schéma connexe localement de type fini, L 
une extension de k et p la projection de Xl dans X. Alors les fibres de p rencontrent 
toutes les composantes connexes de Xl- Autrement dit, pour toute composante connexe U 
de Xl, le morphisme induit p\ v : U —s» X est surjectif. 

Démonstration. En dévissant l'extension, il suffit clairement de traiter le cas d'une 
extension algébrique et le cas d'une extension transcendante pure. Dans le premier cas, le 
morphisme SpecL — >■ Specfc est universellement ouvert ( |29j 2.4.9) et universellement 
fermé ([U] 6.1.10). Si U est une composante connexe de Xl, son image p(U) dans X est 
ouverte, fermée et non vide, donc c'est X tout entier. 

Supposons maintenant l'extension L/k transcendante pure. Si f2 est une autre exten- 
sion de k, alors l'anneau L ®k fi est intègre. En effet, en écrivant L = k(T), où T est une 
famille d'indéterminées, on voit que L ®k fi est isomorphe à S* _1 r2[T] avec S — k\T\. Il en 
résulte que les fibres de p sont géométriquement intègres. Notons (Xi)i £ ] la famille des 
composantes connexes de Xl- Vu que les fibres de p sont connexes, chaque Xi est une 
réunion de fibres. Donc les p(Xi) forment une partition de X, et ils sont ouverts puisque 
p est ouvert. Par connexité un seul d'entre eux est non vide, donc Xl est connexe. □ 

Lemme 4.1.1.2 Soit 



X 



S' 




un diagramme commutatif de schémas. On suppose que f est lisse et quasi- compact, et 
que g est universellement ouvert. Alors il existe un unique ouvert U de X tel que pour 
tout s € S, U s soit la réunion des composantes connexes de X s qui rencontrent e(S'). 

Démonstration. On note X 1 le produit fibré X x 5 S 1 et e' : S' — X' la section induite 
par e. D'après [5D] (15.6.5), on a un ouvert U' de X' tel que pour tout s' G S', la fibre de 
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U' au-dessus de s' soit la composante connexe de X' s , contenant e'(s'). Soit U l'image de 
U' dans X. C'est un ouvert de X puisque g est universellement ouvert. 

Si s est un point de S, il est clair que la fibre U s est l'image de U' s par le morphismc 
X' s — >- X s obtenu par changement de base. Donc pour montrer que U vérifie la propriété 
annoncée, on peut supposer que S est le spectre d'un corps k. Pour tout s' £ S", la 
fibre U' s , est connexe et contient e'(s'), de sorte que son image dans X est incluse dans 
la composante connexe de e(s'). Comme U est la réunion des images des U' s ,, on en 
déduit que U est inclus dans la réunion des composantes connexes de X qui rencontrent 
e(S'). Réciproquement, étant donné un point s' de S' et un point £ de X qui est dans la 
composante connexe de e(s'), montrons que x appartient à U. Notons C la composante 
connexe de X' s , qui contient e'(s'), et C la composante connexe de e(s') dans X. D'après le 
lemme (|4.1.1.1j) . le morphisme induit de C" vers C est surjectif. En particulier x appartient 
à l'image de C", donc à U. 

L'unicité de U est claire, puisque l'ensemble sous-jacent à U est déterminé de manière 
unique par ses fibres. □ 

Remarque 4.1.1.3 Dans le lemme précédent, pour tout s <E S, X s est lisse sur k(s) donc 
ses composantes connexes sont irréductibles. On en déduit que si S' est un ouvert de X 7 
alors U s est l'adhérence de S' s dans X s . 

Remarque 4.1.1.4 L'hypothèse de quasi-compacité sur / n'est pas nécessaire. Elle est 
cependant présente dans l'énoncé [3ÏÏJ (15.6.5), et c'est le seul endroit où nous l'utilisons. 
Nous allons nous en affranchir dans le lemme (|4.1.1.5|) ci-dessous. Ceci prouve en parti- 
culier, en reprenant la démonstration du lemme (|4.1.1.2|l et en y remplaçant « D'après 
30J (15.6.5) » par « D'après le lemme (|4.1.1.5|) », que l'énoncé (|4.1.1.2|) est encore valable 
même lorsque / n'est plus supposé quasi-compact. 

Lemme 4.1.1.5 Soient S un schéma et X un espace algébrique lisse sur S muni d'une 
section e : S —a- X . Alors il existe un sous-espace algébrique ouvert de X, noté U(X/S), 
tel que pour tout s G S, la fibre de U{X/ S) au-dessus de s soit la composante connexe de 
e(s) dans X s . 

Démonstration. Il suffit de traiter le cas où S est quasi-compact. On note / : X — >■ S 
le morphisme structural de X. Soit tt un morphisme étale d'un schéma quasi-compact X\ 
vers X tel que le morphisme composé / o 7r soit surjectif. On note S\ le produit fibré 
S x e ,x,Tr X\. Le diagramme commutatif 

X x 

fOTT 

S x >S 

vérifie bien les hypothèses du lemme f)4. 1 . 1 .2(1 . donc il existe un ouvert U\ de X\ tel que 
pour tout s € S, U\ s soit la réunion des composantes connexes de X\ s qui rencontrent 
e'(Si). On note U l'image de U\ par 7r (c'est un ouvert de X), puis V\ l'image réciproque 
de U par 7r (c'est un ouvert de X\). Autrement dit V\ est le saturé de U\ pour la relation 
d'équivalence définie par tt. On applique maintenant le lemme (|4.1.1.2|) au diagramme 
commutatif 

Xi 

Vi — >s 
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et on obtient ainsi un ouvert W\ de Xi tel que, pour tout s € S, W\ s soit la réunion des 
composantes connexes de X\ s qui rencontrent Vi a , c'est-à-dire l'adhérence de V\ s dans X\ s 
(cf. remarque (|4.1.1.3[) ). On note maintenant W l'image de W\ par 7r. C'est un ouvert de 
X. 

Notons C s la composante connexe de X s qui contient e(s). L'ouvert U\ s est la réunion 
des composantes connexes de X\ s qui rencontrent e'{S\ 8 ). Donc son image U s est une 
réunion de parties connexes qui contiennent e(s). En particulier U s est inclus dans C s . De 
plus U s est non vide car tout point de S est dans l'image de X\. Comme C s est irréductible 
(puisque X s est lisse), on a C s = U s = 7r s (Vi s ). 

Par ailleurs, on a la suite d'inclusions et d'égalités ensemblistes suivante : 

n^iWs) = n-^w^Wu)) 

— 7r i T 1 (7r s (Vi s )) par construction de W\ s 

C 7r s _1 (7r s (Vi s )) par continuité de tt s 

C 7r ; T 1 (7r s (Vi s )) parce que tt s est un morphisme ouvert 

= W* 
= w ls 

C ^(Ws). 



D'où l'égalité entre 7r s 1 (M / S ) et tt s 1 (ir s (Vi s )), qui peut encore s'écrire : 

W s = n s {X ls )nC s . 

Maintenant, soit (iTi : X{ X)i £ j une famille couvrante étale, où les Xi sont des 
schémas affines et où chacun des morphismes composés / o m est surjectif (c'est possible : 
il suffit de veiller à ce que chacun des Xi recouvre l'image, quasi-compacte, de la section 
e dans X). Pour chaque i € I, on note Wi l'ouvert de X obtenu par la construction 
précédente. Soit U(X/S) la réunion des Wi. 11 est clair que pour tout s G S, la fibre de 
U(X/S) au-dessus de s est égale à C s . □ 

Remarque 4.1.1.6 Comme sous-foncteur de X, l'ouvert U = U(X/S) est caractérisé 
par la propriété suivante. Pour tout S'-schéma T et pour tout £ e X(T), £ appartient à 
U(T) si et seulement si pour tout s G S, le point £ s G X S (T S ) obtenu par changement 
de base appartient à C S (T S ), autrement dit le morphisme correspondant T s X s se 
factorise par C s . La vérification est immédiate et laissée au lecteur. En particulier on voit 
que la propriété vérifiée par les fibres détermine U (X/S) de manière unique. 

Remarque 4.1.1.7 La formation de U{X/ S) commute à tout changement de base. En 
effet, soit S' —>■ S un morphisme de changement de base. Notons U = U(X/S), X' = 
X x s S", U' = U x s S', et e' : S" X' la section obtenue par changement de base. 
D'après la remarque précédente il suffit de montrer que pour tout point s' de S", la fibre 
U' s i est la composante connexe de X' s , contenant e'(s'). Soient s' un point de S' et s son 
image dans S. On a un diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

U' s , X' s , Spec k(s') 



I i V 
U s >■ X s >■ Spec k(s). 
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L'ouvert U s est un re(s)-schéma connexe qui a un fc(s)-point, donc d'après [29] 4.5.13 il 
est géométriquement connexe. En particulier U' s , est connexe, et comme il contient e'(s') 
il est inclus dans la composante connexe C' s , de e'(s'). D'autre part, C' s , est connexe donc 
son image aussi et elle contient e(s), donc p(C' s ,) est inclus dans C s , ou, ce qui revient au 
même, C' s , est inclus dans p~ 1 (U s ) = U' s ,. 

4.1.2 Cohomologie à coefficients dans Z des champs normaux 

Le but du présent paragraphe est de démontrer le résultat suivant, qui nous sera utile 
pour ramener, lorsque S est le spectre d'un corps, l'étude de la propreté de Pic^/g au 
cas où 3£ est un schéma. 

Théorème 4.1.2.1 Soit 3£ un champ algébrique localement noethérien et normal. Alors 

Nous allons pour cela montrer que tout Z-torseur sur 3£ est trivial. Notre démarche est 
fortement inspirée de l'étude des préschémas constants tordus quasi-isotriviaux proposée 
dans SGA3 (pQ exposé X, paragraphe 5). 

Lemme 4.1.2.2 Soit f : X > un morphisme représentable de S-champs algé- 
briques. Soit y un point de l'espace topologique \'3f \ sous-jacent à & ' . Les propositions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) Pour un représentant Spec K — >■ de y, le morphisme fx induit par changement 
de base de 9>k = 1" Spec K vers Spec K est fini. 

(ii) Pour tout représentant Spec K ~~ W de y, le morphisme fx est fini. 
Lorsqu'elles sont vérifiées, on dit que f y : 9£ y ■ >■ y est fini, ou encore que 3£ v est fini. 

Démonstration. Il suffit clairement de montrer que si L est une extension de K et si 
/l est fini, alors fx est fini. Or si /z, est fini, est un schéma affine, et M'x aussi par 
descente fpqc pour les morphismes affines. Maintenant la descente fidèlement plate pour 
les morphismes finis de schémas ([2H| (2.7.1)) assure que fx est fini. □ 

Le lemme suivant généralise le lemme 5.13 de |Tj, exposé X. 

Lemme 4.1.2.3 Soit p : & — >■ un morphisme représentable de S-champs algé- 
briques, avec 5£ localement noethérien. On suppose qu'il existe une présentation X X 
de 3s telle que P — 3? x t% X soit une union disjointe de copies de X . Soit un sous- 
champ ouvert et fermé de & . Alors l'ensemble des points x de \ 3£\ tels que ^ x soit fini est 
ouvert et fermé dans \3£\. Si on note le sous-champ ouvert et fermé que cet ensemble 
définit, le champ fé 7 ^ = x se °^ est fini sur % . 

Démonstration. Notons C le sous-espace algébrique ouvert et fermé de P obtenu par 
changement de base à partir de % '. Les propriétés que l'on veut montrer sont clairement de 
nature locale pour la topologie lisse sur 3£ , donc il suffit de montrer qu'elles sont vérifiées 
par C P — > X. Comme X est lui aussi localement noethérien, ses composantes 
connexes sont ouvertes et fermées donc on peut supposer que X est un schéma connexe. 
Dans ce cas, vu que P est une union disjointe de copies de X, le sous-schéma ouvert et 
fermé C est lui-même l'union disjointe de certaines de ces copies. Si elles sont en nombre 
fini alors C est fini sur X, sinon l'ensemble des points x de X où C x est fini est vide. □ 

Démonstration du théorème 14.1.2.11 Nous allons utiliser la description du premier 
groupe de cohomologie en termes de torseurs (cf. paragraphe IA.1.10[) . Il suffit en vertu 
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de (|A.1.10.2p de montrer que tout Z-torseur sur 3£ au sens de (|A.1.10.1j) est trivial. 
Le cas où S£ est le spectre d'un corps est bien connu et nous nous en servirons par la 
suite. Remarquons tout d'abord que dans tous les champs algébriques (a fortiori tous 
les schémas ou espaces algébriques) qui vont intervenir au cours de la démonstration, les 
composantes connexes sont irréductibles. En effet, ils seront tous normaux et localement 
noethériens car ce sont là des propriétés de nature locale pour la topologie lisse. Notre 
affirmation résulte alors de la proposition 4.13 de [55] , 

Donnons- nous donc un Z-torseur sur S£ , c'est-à-dire un morphisme p : 9* ~~ 56 
représentable et lisse muni d'une action de Z qui en fait un torseur. Pour montrer que 
9" est trivial, on peut supposer !% connexe donc irréductible. Soit une composante 
connexe de 9 . Notons r\ le point générique de l'espace \ 3C\ sous-jacent à SC . 

• La fibre générique ^ est finie. 
Soit u : U —>- 9£ un morphisme lisse, où U est un schéma affine irréductible (donc 
intègre, puisque U est normal). On note s le point générique de U et on adopte encore les 
notations du diagramme suivant : 

>■ c é>u >- » 



□ □ 

Y Y 



□ DP 

Y Y 
Spec k(s) > U — ^ SC. 

Notons (^i)i£7 les composantes connexes de c ê\j et pour chaque i £ I notons r\i le point 
générique de Notons enfin £ le point générique de et Spec if — >- c (? l'un de ses 
représentants. Pour tout i le morphisme de ^ vers est lisse donc générisant ([35] (5.8)) 
si bien qu'il envoie le point r\i sur £. On en déduit (cf. par exemple (35J (5.4) (iv)) que le 
champ fé^x = x<g Spec if est non vide. Maintenant, les |^,_fs"| forment une partition 
ouverte de \^u,k\, où ^u,K est le produit fibré y.<g Spec if. Or le champ 

^>u,k — U x se Spec K 

est quasi-compact car S£ est quasi-séparé donc les sont en nombre fini et finalement 

'îou n'a qu'un nombre fini de composantes connexes. 

Par ailleurs, pour chaque i le morphisme naturel de ^ vers U est lui aussi générisant 
donc il envoie rji sur s. En particulier sa fibre générique est irréductible donc ^ est une 
union finie d'irréductibles. Comme 9 S est un Z-torseur sur un corps, il est nécessairement 
trivial, donc ^ est une union disjointe finie de copies de SpecK(s). Or le morphisme de 
Spec k(s) vers 3£ est un représentant de r\ donc ^ est fini. 

• Montrons que est fini. 

D'après le lemme (|4.1.2.3p . l'ensemble des points x de \5£\ où ^ est fini est ouvert et 
fermé dans \9E\. Or il est non vide puisqu'il contient 77, donc par connexité c'est \3iï\ tout 
entier. Le même lemme prouve alors que le morphisme de ^ vers 3£ est fini. 

• Montrons que c 1o > SC est étale. 

Il s'agit d'un morphisme fini. En particulier il est schématique. Notre assertion résulte 
alors du fait qu'un morphisme fini et lisse de schémas est étale ([S] II 1.4). 

• Montrons que ^ SC est radiciel. 

Supposons qu'il existe un corps K et un morphisme Spec K — >■ 3£ tel que le schéma 
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obtenu par changement de base contienne au moins deux points X\ et Xi. Notons c\ et C2 
leurs images dans \îa\ C \@ > \- Soit n l'unique élément de Z\{0} tel que l'automorphisme r„ 
correspondant envoie x\ sur X2- On note encore T n l'automorphisme de \ £P\ qui correspond 
à n. Il est clair qu'il envoie c\ sur C2. Or T n (\fë\) est un connexe qui contient c-i donc il est 
inclus dans la composante connexe de C2, à savoir On montre de même que t~ 1 (|'^'|) 
est inclus dans \ c é\ donc t„ induit un automorphisme de \ c tf\ et tous les t^(ci), k e Z, 
sont dans |^|. Donc tous les t%(xi) sont dans l'ouvert de 3?k , ce qui contredit le fait 
qu'il est de type fini. 

• Conclusion. 

Le morphisme de ^ vers 2£ est schématique, étale, radiciel et de type fini donc par [S] I 5.1 
c'est une immersion ouverte. De plus il est aussi fermé puisqu'il est fini donc par connexité 
de X il est surjectif. Ceci prouve que c'est un isomorphisme, donc le torseur S? ~~ 
est trivial. □ 

4.2 La composante connexe de l'identité 

On rappelle le résultat suivant concernant la composante neutre d'un fc-schéma en 
groupes localement de type fini. 

Théorème 4.2.1 (|34j 5.1) Soient k un corps et G un k-schéma en groupes localement 
de type fini. Alors G est séparé. Soit G la composante connexe de l'élément neutre de 
G. Alors G° est un sous-schéma en groupes ouvert et fermé de G. Il est de type fini et 
géométriquement irréductible. De plus, la formation de G commute aux extensions du 
corps k. 

Naturellement, tout ceci est valable pour le foncteur de Picard Pic^/fc dès qu'il est 
représentable par un espace algébrique localement de type fini sur k. En effet, c'est alors 
automatiquement un schéma en vertu d'un lemme d'Artin ( |12j lemme 4.2 p. 43). En 
particulier, c'est le cas dès que X est un champ algébrique propre et cohomologiquemcnt 
plat en dimension zéro sur k (théorème (pfXTj) ). 

On sait que si S£ est un schéma propre et géométriquement normal sur un corps, alors 
la composante neutre du groupe de Picard est propre (voir par exemple [34j théorème 5.4). 
Le théorème suivant généralise ce résultat au cas où 3£ est un champ algébrique. 

Théorème 4.2.2 On suppose que X est un champ algébrique propre, géométriquement 
normal et cohomologiquement plat en dimension zéro sur Specfc. Alors la composante 
neutre Pic^- / k du schéma de Picard est propre sur k. 

Démonstration. Si k est une clôture algébrique de k alors le champ 3^ obtenu par 
changement de base est normal d'après [55] (6.7.7). Il vérifie clairement les autres hy- 
pothèses du théorème donc par descente fidèlement plate on peut supposer le corps k 
algébriquement clos. 

Il suffit (cf. argumentaire de Kleiman au cours de la démonstration du théorème 5.4 
de |34| ) de montrer que tout morphisme de schémas de G vers Pic^f/j. est constant, avec 
G = G a ou G = G m . (En fait il suffirait même de le faire pour G m puisqu'alors c'est aussi 
vrai pour G = G a , mais cette restriction n'apporte pas grand-chose.) En effet, il suffit 
de montrer que le réduit (Pic^r/ fc ) r éd est propre, or ce dernier est lisse donc on peut lui 
appliquer le théorème de structure de Chevalley et Rosenlicht (cf. par exemple [E] , théo- 
rème 1.1). On en déduit que (Pic^r //Jréd a un sous-groupe algébrique linéaire H, fermé et 



66 



Composante neutre du foncteur de Picard 



distingué dans (Pic^y fe ) r éd, tel que le quotient (Pic^-/ fc ) r éd/-ff soit une variété abélienne. 
Il suffit de montrer que H est trivial. Le groupe H est commutatif donc résoluble. Il est 
dès lors triangulable d'après le théorème de Lie-Kolchin. On en déduit que s'il était non 
trivial, il contiendrait un sous-groupe isomorphe à G m ou G a (voir par exemple le livre 
de Springer [35], lemme 6.3.4). 

Vu que / a une section, et vu que les groupes de Picard de Spec k et de G sont triviaux, 
dire que tout morphisme de schémas de G vers Pic^/j, est constant revient à dire, grâce 
au théorème (jl.2.3.ip . que le morphisme naturel 

Pic(jr) — ^Pic(jr x g) 

est un isomorphisme. La suite exacte des termes de bas degré associée à la suite spectrale 
de Leray du morphisme p : X x G — 3£ s'écrit : 

>-H\&,pjG m ) >H\X x G,G m ) >-!P(S£,R l pJï m ). 

Commençons par montrer que le faisceau i?V*G m est nul. On sait d'après le calcul des 
images directes supérieures effectué en annexe, que c'est le faisceau associé au préfais- 
ceau qui à tout ouvert lisse-étale (U,u) de associe iî 1 (t/ x G, G m ). Donc d'après le 
lemme (|A.1.8.2[) il suffit de montrer que pour tout schéma affine U lisse sur et pour 
tout £ G x G, G m ), il existe une famille couvrante étale V —>■ U telle que l'élément 

£| v de H 1 (y x G, G m ) soit nul. Mais pour démontrer ceci il suffit clairement de savoir 
que le morphisme Pic(E7) —>■ Pic({7 x G) est surjectif. Nous sommes donc ramenés à 
montrer que si U est un schéma affine normal (que l'on peut aussi supposer intègre, vu 
que U est de toute manière somme disjointe finie de schémas intègres) sur Spec k, alors 
Pic(î7 x G) s'identifie à Pic(l/). Ce fait est démontré par Kleiman dans [34| . au cours de 
la démonstration du théorème (5.4). 

Calculons maintenant le faisceau p*G m . Considérons d'abord le cas où G = G m . Nous 
allons montrer que p*G m s'identifie à G m x Z. Il suffit bien évidemment de vérifier que ces 
deux faisceaux coïncident sur le site Lis-ét (<$£"). Si U = Spec A est un schéma affine lisse 
sur S£ , il est en particulier normal, donc somme disjointe finie de schémas affines intègres, 
si bien que l'on peut supposer U intègre. Alors G m x Z(U) = A x x Z. Par ailleurs, vu que 
p est représentable, on a 

p*G m (U) = G m ((JT x G) x x U) = G m (U x G) = A^Jf -1 ] 5 *. 

Or lorsque A est intègre, il est clair que les éléments inversibles de l'anneau A[X, X^ 1 } 
sont les éléments de la forme aX n avec a S A x et n G Z. Dans le cas où G = G a , le 
lecteur vérifiera facilement que l'on trouve p*G m = G m . 

Or le groupe H 1 (X, Z) est réduit à zéro d'après le théorème (|4. 1.2. 1(1 . On a alors, que 
G soit égal à G ou G m , 

F 1 ( i r,p*G m ) = H\&,G m ) = Pic(JT), 

ce qui, vu la suite exacte évoquée ci-dessus, fournit Pisomorphisme désiré. □ 

La notion de faisceaux inversibles algébriquement équivalents se généralise très bien 
aux champs algébriques, et comme dans le cas des schémas elle permet de caractériser les 
fc-points du foncteur de Picard qui sont dans la composante neutre. 

Définition 4.2.3 (|34j 5.9) Soit X un champ algébrique sur un corps k. Soient et 
,jV deux fais ceaux inversibles sur X . On dit que et jV sont algébriquement équivalents 
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s 'il existe une suite de k-schémas connexes de type fini T±, . . . , T n , des points géométriques 
Si, ti de Ti (pour tout i ) ayant tous le même corps, et un faisceau inversible sur X x fcXÎ 
tels que 

Jc Sl ~^Ml iS1 , ~M\,t x — "™2,s 2 i ■••! -^ri-l,t„_i — •%,!» i °Mn,t n — ^H„ 

Théorème 4.2.4 (|34j 5.10) Soit X un champ algébrique sur un corps k. On suppose 
que Picjr/fc est représentable par un schéma localement de type fini. Soit J*f un faisceau 
inversible sur X et soit A le point correspondant de P'\Cx /k- Alors «5? est algébriquement 
équivalent à G se si et seulement si A est dans la composante neutre Pic^-/ fe . 

Démonstration. On peut recopier telle quelle la démonstration qui accompagne l'énoncé 
référencé ci-dessus. □ 

Comme toujours, la définition de la composante neutre est plus délicate lorsque la 
base n'est plus un corps, mais un schéma quelconque. La remarque (14. f .1.6|) motive la 
définition suivante. 

Définition 4.2.5 Soient S un schéma et X un S-champ algébrique. On suppose que 
le fondeur de Picard Pic%-/g est représentable par un espace algébrique localement de 
type fini. On désigne alors par Pic^- jg le sous-foncteur de Pic^r /$ défini de la manière 
suivante. Pour tout S-schéma S' et pour tout £ £ Pica^/g^S'), on dit que Ç appartient à 
Pic^ /s(S r ) si et seulement si pour tout point s' de S' , l'élément de Pic i gf 3 ,/ K ( s /)(K(s')) 
est dans la composante neutre Pic^- ,/ K t s i )(k(s')). 

Remarque 4.2.6 II est clair que Pic^- , s est bien un sous-foncteur en groupes de Pic^r /s- 
De plus, la formation de Pic^- i s commute au changement de base. Par ailleurs, si S est le 
spectre d'un corps k et si Vic^ /k es t représentable par un schéma en groupes localement 
de type fini, alors le sous-foncteur Pic^- / k ainsi défini coïncide avec le sous-foncteur ouvert 
défini par la composante connexe de l'élément neutre dans Pic^f/j.. Il en résulte dans le 
cas d'une base S quelconque, que pour tout point s de S la fibre de Pic 1 ^- / S au-dessus de s 
coïncide avec Pië^j^y En particulier, si l'on suppose que pour tout s G S 1 la composante 
neutre Pic^ / K r s \ du schéma en groupes Pic^ s / K ( s ) est lisse sur n(s), alors la définition 
que nous avons adoptée coïncide avec celle donnée par Kleiman dans la proposition 5.20 
de [34]. 

Proposition 4.2.7 Soient S un schéma et X un S-champ algébrique. On suppose que 
le fondeur de Picard Pic^f/g est représentable par un espace algébrique lisse sur S. Alors 
le morphisme naturel 

Pic ^r/S pic 37S 

est une immersion ouverte. De plus, si S est localement noethérien, alors Pic^r/g es ^ de 
type fini sur S . 

Démonstration. Le fait que Pic^/g soit un ouvert de Pic^/g résulte immédiatement 
du lemme (|4.1.1.5[) . Comme il est par hypothèse localement de type fini sur S, il ne 
reste plus qu'à montrer qu'il est quasi-compact lorsque S est localement noethérien. Nous 
reprenons pour cela, en l'adaptant à notre cas, la démonstration présentée par Kleiman 
dans [34] (proposition 5.20). C'est une question locale sur S, donc on peut supposer que 
S est affine noethérien. Notons a le morphisme naturel de Pic^- j S vers S. Par récurrence 
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noethérienne sur les fermés de S, on peut supposer que pour tout fermé strict Z de S, 
a^ 1 (Z) = Pic^ry S xj Z est quasi-compact. Il suffit alors, par le même raisonnement que 
celui que nous avions suivi lors de la démonstration du théorème (|2.I.1.2I) . de construire 
un ouvert non vide U de S tel que a~ 1 (f7) soit quasi-compact. 

Soit 7r : V Pic^f ig un morphisme étale, où V est un schéma affine non vide, 
et soit U = cf(tt(V)). Comme a o 7r est un morphisme lisse, U est un ouvert de S. Pour 
montrer que cet ouvert U convient, on va construire un morphisme surjectif de V x 5 V vers 
Pic^- y s Xg U. Ce sera suffisant, puisque V xj V est quasi-compact. On a un diagramme 
commutatif de ^-espaces algébriques : 



V x s V 



^Pi4- /s x s Pic 



se /s 



Y 

U 



Y 



où a est défini fonctoriellement par a{g,h) = g.h . On en déduit un morphisme a' : 
V x,s V —>■ Pic jr /s x s U, dont il ne nous reste plus qu'à montrer la surjectivité. En 
vertu du lemme (I4.2.8|) ci-dessous, on peut supposer pour cela que S est le spectre d'un 
corps algébriquement clos. Mais dans ce cas on a U = S et il faut montrer que le morphisme 
ao (-7T x 7r) est surjectif. De plus, vu que S est le spectre d'un corps, Pic^- y S est un schéma 
en groupes et on peut supposer que V est un ouvert de Pic^/5. Alors le résultat découle 
du lemme (j4X9|) . □ 

Lemme 4.2.8 Soient S un schéma et f : X > Y un morphisme de S-espaces algé- 
briques. Alors f est surjectif si et seulement si pour tout morphisme de Spec L vers S 
avec L un corps algébriquement clos, le morphisme /l obtenu par changement de base est 
surjectif. 

Démonstration. Evident. □ 

Lemme 4.2.9 Soient k un corps algébriquement clos, G un k-schéma en groupes locale- 
ment de type fini, et U un ouvert non vide de G. Alors le morphisme composé 

(3 : U x U > G x G — — ^ G° 

(g,h)i ^g.h- 1 



est surjectif. 

Démonstration. Soit x un fc-point de G . Comme G° est irréductible, les ouverts U 
et xll sont d'intersection non vide. Soit y un /c-point appartenant à U H xU. On note z 
le fc-point x~ l y. Alors z est dans U, et l'on a x = yz~ l , donc x est dans l'image de {3. 
L'ouvert V ' z~ Y est un voisinage de x inclus dans l'image de (3. Donc (3{U x U) contient 
un ouvert qui contient tous les fc-points de G , et comme l'ensemble des fc-points est très 
dense ceci achève la démonstration. □ 
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5.1 L'espace projectif 

Soit S = Spec Z et soit X l'espace projectif Pg de dimension n sur S. On étudie dans 
cette section le foncteur et le champ de Picard de X. Le résultat (Pic^/s = Z), bien connu, 
très classique, est sûrement présent dans de nombreux ouvrages. Voyons rapidement com- 
ment le redémontrer. On sait déjà par exemple grâce à [28] V thm. 3.1 que Picjf/s est un 
schéma. Comme X —>■ S a une section, on sait aussi que ce foncteur est égal à Px/s- On 
a de plus un morphismc de foncteurs 



qui à un entier / associe 6(1). On va montrer que ip est un isomorphisme. L'injectivité est 
facile. Pour la surjectivité, nous allons en fait construire l'isomorphisme réciproque. Nous 
aurons besoin du résultat préliminaire suivant. 



Démonstration. On sait qu'il est de toute manière localement de présentation finie 
d'après (|1.4.1.1[) . Il faut donc montrer qu'il est formellement non ramifié, c'est-à-dire que 
pour tout schéma affine S", tout sous-schéma fermé Sq de S' défini par un idéal / de carré 
nul, et tout morphisme de S' dans S, l'application canonique 



est injective. On se donne donc un faisceau inversible Jzf sur X' = X x$ S' dont la 
restriction Jz?o à X' Q — X Xj S' provient de la base S' . Il faut montrer que J*f provient 
de la base S". Par hypothèse, J£q provient d'un faisceau SSq sur S' , qui lui-même provient 
d'un faisceau inversible 33 sur 5' puisque H 2 {S' , I) est nul (on utilise ||3.2.5|) ). Maintenant 
Jzf et Sê\ x , sont deux déformations de J??o à X'. D'après le théorème (|3.2.5|) elles sont 
nécessairement isomorphes puisque H 1 (X',I) est nul. Donc _S? provient de la base, ce 
qu'il fallait démontrer. □ 

Considérons maintenant un faisceau inversible sur Pj,. On peut lui associer la 
fonction « degré » sur T définie ainsi 



Lemme 5.1.1 Le morphisme Picx/s — ^ S est non ramifié. 



Hom s (S',Pic x/s ) 



^ Hom s (5o,Pic x/s ) 
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où ££t désigne la restriction de Jz? à la fibre P"( t )- Nous allons montrer que la fonction 
deg^ est localement constante sur T. Soient Jzf et ^ deux faisceaux inversibles sur 
et soient A, fi, les T-points de Pic^/5 associés. On forme le produit fibré : 



U >T 



□ 



A 



(A,m) 



Picx/s >■ Picx/s ><s Picx/s- 

Vu que Picx/s est non ramifié, la diagonale A est une immersion ouverte si bien que U est 
un ouvert de T. Par ailleurs, il est clair qu'un point x de T appartient à U si et seulement 
si deg_g>(x) et deg^-(a;) sont égaux. On en déduit facilement que deg^ est localement 
constante sur T. 

On peut donc définir un morphisme « degré » 

deg : Picx/s > Z 

qui à un faisceau inversible Jzf associe deg^. Il est clair que ce morphisme est l'inverse de 

Enfin pour déterminer le champ de Picard de X on peut appliquer (I1.3.8P et l'on voit 
qu'il est isomorphe à Z x BG m . 

^ic(Pg/S P ecZ) ~ Z x BG m 

5.2 Racine n ieme d'un faisceau inversible 

Passons maintenant à un exemple un peu plus élaboré. Soient X un S'-schéma et Jzf 
un faisceau inversible sur X. Soit n un entier strictement positif. On fabrique un champ 
[Jzf »] à partir de ces données de la manière suivante. Si U est un objet de (Aff/S), [Jzf "]u 
est la catégorie des triplets (x, M , <p) où 

x : U —>■ X est un élément de X(U) 

est un faisceau inversible sur U 
(p : ^i® n —>■ x* Jzf est un isomorphisme de faisceaux inversibles. 

L'ensemble des morphismes de (x, Jé , ip) vers (x' , M' ', <p') est vide si x 7^ x' , et sinon c'est 
l'ensemble des isomorphismes i\> : M M 1 tels que -0®" soit compatible avec ip et p' . 

Remarquons que nous avons un morphisme canonique ir : [Jzf »] —>■ X. Si l'on regarde 
[Jzf~] comme un groupoïde sur X, alors pour tout £/ G ob(Aff/A), la catégorie fibre 
[Jzf "](7 est simplement la catégorie des couples (^#, ^). 

Si [/ € ob (Aff/S) et si a est un objet de [Jzf«][/, un calcul rapide montre que le 
foncteur sé ut u (a) est représentable par fj, n . Plus généralement, si a\, 012 sont deux objets 
de [Jzf«](7, alors le foncteur ^/soto (ai, aç) est représentable par un schéma fini sur U 
(localement ce schéma est de la forme Spec (A[X]/(X n — 7)) où Spec^4 est un ouvert de 
U qui trivialise les objets ot\ et ai et 7 est un élément de A x ). En d'autres termes le 
morphisme diagonal 

A, : > [J2?*] x x [Jgfw] 

est schématique et fini. En particulier [Jzf ™ ] est un S'-préchamp. Il est clair que c'est même 
un S 1 - champ. 
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Remarque 5.2.1 Si / : Y — >■ X est un morphisme de ^-schémas, alors le S'-champ 
[-Sf«] Xjy est canoniquement 1-isomorphe à [(/*Jz?)™] (évident). 

Proposition 5.2.2 Le champ [jSf »] esi une gerbe fppf sur X. 5î 5 est un ^l^]- schéma, 
aZors [Jz?™] esf même une gerbe étale sur X . 

Démonstration. Il est clair que [Jzf ™] a des objets partout localement pour la topologie 
de Zariski, puisque pour tout U le faisceau ûu a une racine n leme évidente. A fortiori ir 
est un épimorphisme (au sens que l'on veut, étale ou fppf). 

Montrons que le morphisme diagonal est un épimorphisme fppf, et que c'est même un 
épimorphisme étale lorsque n est inversible. Soient U E oh (Aff/S) et a; S X(U). Il s'agit de 
montrer que deux objets quelconques de [Jz? ™ )u au-dessus de x sont isomorphes localement 
pour la topologie fppf (resp. étale). Quitte à localiser pour la topologie de Zariski, on peut 
supposer que les faisceaux sous-jacents à ct\ et ct2 sont triviaux. La question revient alors à 
montrer que tout élément de G m (U) admet une racine n lcmc localement pour la topologie 
considérée. Soit 7 G G m (U). On note U = Spec A et B = A[X]/(X n — 7). Il est clair que 
B est fini et plat sur A. D'après le going-up theorem, le morphisme Spec B Spec A est 
surjectif, donc c'est une famille couvrante pour la topologie fppf qui répond au problème 
posé. Si de plus n est inversible alors c'est même une famille couvrante pour la topologie 
étale. □ 

Proposition 5.2.3 Si _S? a une racine n leme sur X , Le. s'il existe un faisceau inversible 
j& sur X tel que soit isomorphe à Jtf, alors [-£?»»] est canoniquement (une fois 

qu'on a fixé ^ et un isomorphisme entre ^£® n et^£) 1-isomorphe au champ classifiant 
(B^„)f pp f du groupe fi n pour la topologie fppf. En particulier c'est un champ algébrique 
flHBj (10.6) et (10.13.1)). 

Remarque 5.2.4 Si n est inversible, alors /z„ est étale et les champs (B^„)f pp f et B/i„ 
coïncident (9.6)). Dans ce cas ce sont des champs de Deligne-Mumford. Notons que si 
n n'est pas inversible, alors [i n n'est pas lisse, et le champ B/i„ qui classifie les /x„-torseurs 
étales n'a aucune raison a priori d'être algébrique. 

Démonstration. La donnée d'un faisceau inversible jfà sur X et d'un isomorphisme 

définit une section s : X — »- \££™\ du morphisme structural n. Donc la gerbe fppf [j^f »] 
sur X est une gerbe neutre (au sens de [38] (3.20)). Le résultat découle donc de l'analogue 
fppf de m (3-21). □ 

Remarque 5.2.5 On a déjà vu que [_Sf »] est un S-champ fppf, donc a fortiori un S'- 
champ (étale), et que sa diagonale est représentable, séparée, et quasi-compacte (puisque 
est schématique et fini et que le morphisme [%~\ x x [Jzf~] x s [jgf »], 

obtenu par changement de base à partir de la diagonale de X/S, est une immersion quasi- 
compacte). Soit X' X une famille couvrante (pour la topologie de Zariski) telle que 
Sâ\x' s °it trivial. Alors d'après la proposition précédente et la remarque (|5.2.ip . on a un 
diagramme 2-cartésien 

(B/z„)fp P f > V^~A 

□ 

\ 

X' >X 

ce qui prouve que [Jzf »] est un champ algébrique. 
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Remarque 5.2.6 On suppose que S est un Z[~] -schéma et que X est noethérien. Alors 
7r est propre, lisse, de présentation finie, et cohomologiquement plat en dimension zéro. 
En particulier si X/S vérifie ces propriétés, le morphismc [Jz?™] —s- S les vérifie aussi. 

Calcul du groupe de Picard de [_2f «] 

Lemme 5.2.7 Soient X un schéma et A un schéma en groupes commutatifs sur X . Soit 
& un faisceau inversible sur une A-gerbe (ippi) tt : 3£ —s- X. Il existe un unique X- 
morphisme de schémas en groupes 

Xj? : A s- G m 

tel que l'action naturelle de A sur & soit induite par X3£ et par la multiplication & x 
Gm — >■ J^" induite par la structure de 6 gç -module de & , autrement dit tel que le dia- 
gramme suivant soit commutatif : 

\ s* 
G m x & 

Démonstration. Un faisceau inversible sur la gerbe 3£ est la donnée, pour tout x G 
ob 3£\j, d'un faisceau inversible & x sur U, et pour tout morphisme ip : x — >■ x' dans <^T, 
d'un isomorphisme 

L*((p) : & x > n(<p)*3? x/ 

ces isomorphismes vérifiant de plus une condition de compatibilité évidente. 

Construisons d'abord xjr(C/) pour un U G ob (Aïï/X) sur lequel X a des objets. Soit 
x G ob ffîu et soit g G A(U). Via l'identification entre A{U) et Aut(x), g correspond à 
un automorphisme y; de ï, et induit de ce fait un automorphisme L&(<p) de & x . Cet 
automorphisme correspond à la multiplication par un unique élément de G m ([7), que l'on 
note pour l'instant x^(U)(x, g). Maintenant si x et x' sont deux objets de 3&u, on vérifie 
facilement que x&(U)(x,g) — x&{U)(x' , g) en utilisant la condition de compatibilité 
entre les Ljr(tp), le fait que x et x' sont localement isomorphes pour la topologie fppf et 
le fait que G m est un faisceau pour cette même topologie. D'où le morphisme x&(U) : 
A(U) G m ([/). Il est clair, vu sa construction, que ce morphisme est déterminé de 
manière unique par les actions naturelles de A et de G m sur & . 

Étant donné que 2£ a des objets partout localement pour la topologie fppf, cette 
collection de morphismes se prolonge de manière unique en un caractère X& de A vérifiant 
les propriétés annoncées. □ 

Remarque 5.2.8 Si x est un caractère fixé de A, un faisceau inversible & sur 3£ est un 
faisceau x-tordu de degré d (au sens de Lieblich, [39 2 A. 2.2) si et seulement si xsf — X d - 

Propriétés 5.2.9 (1) La construction de x& esi compatible au changement de base 
en un sens évident. 

(2) Si ^ et & sont des faisceaux inversibles sur X , alors 

X&m = X&-X<£ • 

(3) Un faisceau inversible & sur X provient de X si et seulement si x.9 e ^t trivial. 
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Démonstration. La première propriété est évidente : il suffit de l'écrire. La deuxième 
résulte immédiatement du fait que si l'automorphisme L&(tp) (resp. L&(tp)) de & x (resp. 
^x) est la multiplication par \&{tp) (resp. x&{v))i alors l'automorphisme L & (tp) <g) L<g (tp) 
de ^ x est la multiplication par xjs- (</?). ((/?). Montrons maintenant le dernier point. 

Supposons tout d'abord que & soit isomorphe à un faisceau de la forme 7r*^#, où 
j# est un faisceau inversible sur X. Il est clair que xjs- est égal à Xk*J( donc il suffit 
de montrer que Xv*J( est trivial, c'est-à-dire que pour tout objet x de X et pour tout 
automorphisme tp de x, l'automorphisme L n *^(tp) de (-k*^) x est l'identité. C'est évident 
par construction de l'image inverse. 

Réciproquement, supposons xjf trivial, i.e. supposons que pour tout objet x de S£ et 
tout automorphisme tp de x, L^(tp) soit l'identité de & x . En utilisant le lemme (|1.2.2.7j) 
on voit que provenir de la base est une question locale sur X pour la topologie fppf. 
On peut donc supposer, grâce à la propriété (1) ci-dessus, que S£ est une gerbe neutre, 
c'est-à-dire que le morphisme structural 7r : 3E —>■ X a une section s : X — X . 

On va alors montrer que & est isomorphe à 7r*s*J^\ Le faisceau ir*s*JP est celui 
qui à tout objet x de associe & s m x \), les isomorphismes de changement de base 
étant simplement les isomorphismes canoniques. Nous allons construire une collection 
d'isomorphismes p x de & x dans ^ s {n{x)) (pour chaque objet x de compatibles avec 
les L^(tp) et les L^s* &(tp)- 

Si x et s(it(x)) sont isomorphes dans 3£\j on choisit un isomorphisme tp de x dans 
s(ir(x)) et on pose p x — L^(ip). Si tpi et tp^ sont deux tels isomorphismes, alors (tp2)~ 1 °tpi 
est un automorphisme de x, donc d'après l'hypothèse sur Jona L^((tp 2 ) °tpi) = Idj^ 
de sorte que p x est bien défini et ne dépend pas du choix de tp. 

Dans le cas général, on sait que x et s(tt(x)) sont localement isomorphes pour la topo- 
logie fppf puisque X est une gerbe. Vu l'unicité dans la construction de p x lorsque x est 
isomorphe à s(tt(x)), il est clair qu'il existe un unique isomorphisme p x : & x & s Mx)) 
compatible avec ceux construits dans le cas précédent. La collection de tous les p x ainsi 
construits répond au problème posé. □ 

Exemple 5.2.10 (groupe de Picard de BG) En utilisant cette construction, on re- 
trouve facilement le groupe de Picard du champ classifiant BG, où G est un X-schéma 
en groupes abéliens. En effet, le morphisme structural tt : BG — >■ X a une section, 
donc 7r* : Pic(X) — >■ Pic(BG) a une rétraction et en particulier il est injectif. D'après 
la proposition précédente, l'application i— > \& induit un morphisme de groupes de 
Pic(BG) dans G dont V\c(X) est le noyau. Ce morphisme est naturellement scindé : si 
X ■ G — >■ G m est un caractère de G, on lui associe la classe du faisceau inversible _S? (x) 
construit de la manière suivante. Pour tout U G ob (Aff/S) et tout G-torseur U on définit 
^f(x)jj comme étant le faisceau inversible correspondant au G m -torseur sur U obtenu à 
partir de U par extension du groupe structural via le caractère x- O n a donc une suite 
exacte courte scindée : 

1 Pic(X) Pic(BG) ^ G ^ 1 

de sorte que Pic(BG) est naturellement isomorphe au produit Pic(X) x G. 

Dans le cas du champ on a un faisceau inversible « canonique », que nous 

noterons f2, et que l'on peut construire de la manière suivante. Pour tout U € ob (Aff/S) et 
tout objet a = (x, tp) de [Jz? »]{/> on pose Q a = jfé . Les isomorphismes de changement 
de base sont définis de manière évidente. Il est clair que le caractère xn associé à fi est 
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simplement l'injection canonique 

X ■ Mn >■ G m . 

En particulier, vu que \ n'est pas le caractère trivial, on peut en déduire que le faisceau 
fi ne provient pas de la base X ! Enfin, pour tout objet a — (x, ip) de [Jz?»]j/ (où U G 
ob (Aff/S)), le faisceau (Çl® n ) a , qui n'est autre que -#® n , est canoniquement isomorphe 
à x*.S? (via y !) de sorte que l'on a un isomorphisme canonique 

$ : Çl^^-^n*^ . 

Nous avons maintenant presque tous les éléments en main pour décrire de manière com- 
plète le groupe de Picard de [Sf n ]. Nous terminons le travail dans la proposition ci-dessous. 

Proposition 5.2.11 On note l la classe du faisceau Jzf dans Pic(X) et uj celle de Q dans 
Pic([jSf*]). 

(1) Le morphisme ir* : Pic(X) >■ Pic([jSf »]) est injectif, et l 'on a une suite exacte 
courte : 

1 Pic(X) > Pic([J?»]) > Â£ > 1. 

fSj ie groupe Pic([_Sf «]) esi isomorphe au quotient du groupe Pic(X) xH°(X, Z) par le 
sous H°(X, 1i)-module engendré par (l , n) (autrement dit par la relation w™ = l ). 

Démonstration. La propriété (|5.2.9|) (2) montre que l'application & i— » induit un 
morphisme de groupes de Pic([_Sf «]) dans Jl^. Il est clair que ce morphisme est surjectif, 
vu que est isomorphe au groupe H (X,Z/nZ), engendré par l'injection canonique 
X ■ Un — >■ G m , et que x — Xn- La propriété (|5.2.9|) (3) montre que la suite ci-dessus est 
exacte en Pic([Jz? ~ ]). Pour en finir avec le premier point il nous reste donc juste à montrer 
l'injectivité de ir* . 

Soit jV un faisceau inversible sur X et soit f un isomorphisme de 7V*^V dans G, i ,. 

Il s'agit de montrer que est trivial. L'isomorphisme / est donné par une collection 
d'isomorphismes 

pour chaque objet a = (x, .4t. if) de [_Sf*»]tr, ces isomorphismes vérifiant de plus une 
condition de compatibilité que nous nous dispensons d'expliciter, mais qui, en particulier, 
entraîne que les isomorphismes f a et f a i associés à deux objets a et a' au-dessus d'un 
même élément x de X(U) sont égaux dès que a et a' sont isomorphes. Si x G X(U) est 
un objet de X au-dessus duquel [JC^]u a des objets, alors vu que deux objets a et a' 
sont localement isomorphes, les f a pour a G ob [Jz?™]j/ sont tous égaux et définissent donc 
une section f x du faisceau J'sorn (x*jV, &u)- En fait, vu que [_Sf »] a des objets partout 
localement pour la topologie fppf, la collection des / Q définit de manière unique un élément 
f x G J^som (x* Jf , 0u){U) pour tout a; G X(U), que [Jzf »] ait des objets au-dessus de x 
ou non. On vérifie facilement que les isomorphismes ainsi construits 

fx : x*^r e v 

forment un système compatible d'isomorphismes et définissent donc un isomorphisme de 
,jV dans ce qui achève la démonstration. 
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Pour le point (2), notons G le quotient du groupe Pic(X) x H°(X,1,) par le sous 
H°(X, Z)-module engendré par la relation uf 1 = /. On a clairement un morphisme de G 
dans Pic([JSf »]) qui envoie (0, 1) sur 10. En utilisant les propriétés précédentes, et le fait 
que jjLn est isomorphe à H°(X, Z/nZ) et engendré par xn, on vérifie très facilement que 
ce morphisme est un isomorphisme. □ 

Exemple 5.2.12 Prenons pour X l'espace projectif P fe sur SpecZ. Alors Pic(X) est 
isomorphe à Z. On fixe un entier relatif / et on pose Jz? = La proposition précédente 
permet de calculer Pic([Jz? »]) pour tout n appartenant à N*. Par exemple si l = 1, on 
trouve ^Z. Si l est un multiple de n, on est dans le cas où Jz? a une racine n lcmc et l'on 
trouve Z x Z/nZ. Dans le cas général, le groupe Pic([Jz? »]) est isomorphe (de manière 
non canonique) à ^Z x Z/g?Z où d est le pgcd de n et L 



FONCTEUR DE PlCARD RELATIF DE [jSf «]/5 

Notons ^ = [Jz?"]- Pour tout schéma U sur S 1 , on a une suite exacte courte : 

1 ^Pic{X x s U) ^Pic(JT x s U) ^H°(X x s U,Z/nZ) > 1. 

Elle induit la suite exacte 

1 Pïc(u) Pic(c/) H K x *sU,£/nL) 

d'où une suite exacte de préfaisceaux 

1 ^ P x/S ^ P x/S ^ /.Z/nZ 1. 

En appliquant à cette suite exacte le foncteur « faisceau étale associé » on obtient une 
suite exacte de faisceaux étales : 

1 ^ Pic x/S Pic x/S /„Z/nZ - 1. (5.1) 

Remarque 5.2.13 Si Jjf a une racine n lcmc âê, la suite exacte (I5.1[) est scindée par 
i i > (wr _1 ) ! où r est la classe de M dans Pic(X), si bien que Pic^/s s'identifie au produit 
Pic x /s x 5 /,Z/nZ. 

Remarque 5.2.14 Le faisceau /*Z/nZ n'est a "priori pas représentable. En conséquence, 
dans le cas général, il ne suffit pas que Picx/s s °it représentable pour que P'icx /s le soit, 
même lorsque la gerbe j?f est triviale. Cependant si / est ouvert, dominant et à fibres 
géométriquement connexes, alors /*Z/nZ = Z/nZ. C'est le cas par exemple lorsque / est 
localement de type fini, plat et cohomologiquement plat en dimension zéro. 

On suppose maintenant que /*Z/nZ coïncide avec Z/nZ et l'on considère le produit 
Picx/s X5Z de Picx/s P ar I e groupe constant Z. On va voir que P'\cx /s es t isomorphe au 
quotient de P\Cx/s x sZ par la relation u> n = l. On note H le sous-groupe engendré par 

(Z _1 ,n). Le foncteur Picx/s X S Z s'identifie à une union disjointe J^[(Pic^/s)î de copies 

de Picx/s indexées par Z. Pour tout i appartenant à Z, on note fi^i le morphisme de 
multiplication par lo % de Pic,gr j S dans lui-même, et on note <fi le morphisme composé 

Picx/s — - ^ Pic^'/s — ^ Pic^r/s- 
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La collection des tp+ définit donc un morphisme 

<P ■ P'icx/s >- Pic^/s 

dont il est clair qu'il est invariant sous H. On vérifie facilement avec les suites exactes 
précédentes qu'il est universel pour les morphismes invariants sous H de Pic^/s x$ Z à 
valeurs dans un S'-schéma T. Le foncteur Pic^- /s s'identifie donc bien au quotient évoqué 
ci-dessus. On peut construire ce quotient « à la main » comme suit (voir figure ci-dessous). 
Pour tout couple d'entiers (i, k) on identifie les copies de Pic^/s numéro i et i + nk via 
l'isomorphisme de translation 

(Picx/s)i+«fc > (Picx/s)i ■ 

La loi de groupe est induite naturellement par celle de Pic^/s e ^ P& r la relation w™ = l. 



(PlCx/s)n 
(PiCx/s)n~l 



(Picx/s)o 
(Pic^/sO-i 



Le foncteur de Picard de [Jz? i ] 
Ceci montre en particulier que si Pic x /s est représentable, alors Yic^/s l'est auss£j]. 

Description du champ de Picard de 

On a une « suite exacte » de champs de Picard : 

1 ^ &>ic(X/S) — ^ â*ic(3r/S) -^-»- /.Z/nZ ^ 1. (5.2) 

Autrement dit, n* est pleinement fidèle, x es t un épimorphisme, et si & est un objet 
de ë?ic{2£ I S), il provient de SPiciXjS) si et seulement si son caractère x& es t nul. Tout 
ceci a déjà été prouvé. De même que précédemment, si l'on suppose que /*Z/nZ = Z/nZ, 
alors le champ g?ic{2£ j 'S) s'identifie au champ obtenu à partir de £Pic(X/S) xj Z en 
recollant les copies numéro i et i + nk le long de l'isomorphisme 

(m c (x/s)) i+nk (m c (x/s))i 

1 Mais bien sûr, on le savait déjà dans le cas où / est propre, plat et cohomologiquement plat en 
dimension zéro. 
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pour tous i, k appartenant à Z. En particulier il suffit dans ce cas que £Pic{X / S) soit 
algébrique pour que ^ic{3^ / S) le soit aussi. 

Dans le cas où a une racine n lomc sur X, la suite exacte (15.21) est scindée et 
&>ic{ SCI S) s'identifie au produit &>ic{X/S) x s /*Z/nZ. 

5.3 Courbes tordues d'Abramovich et Vistoli 

Abramovich et Vistoli ont mis au jour dans [BJ, [7] et [5] une classe de courbes « tor- 
dues » qui apparaissent naturellement lorsque l'on cherche à compactifier certains espaces 
de modules. Ces courbes sont des courbes nodales munies d'une « structure champêtre » 
supplémentaire aux points singuliers ou en certains points marqués. Nous nous propo- 
sons de décrire le foncteur de Picard des courbes tordues foseJl. Nous allons voir que la 
structure supplémentaire modifie le foncteur de Picard de la courbe d'une manière très 
analogue à ce que nous avons pu observer dans la section précédente. Nous commençons 
par quelques rappels sur les courbes tordues. 

5.3.1 Rappel des définitions et propriétés élémentaires 

Définition 5.3.1.1 (|8j 4.1.2 ou |44j 1.2) Soit S un schéma. Une courbe tordue sur S 
est un champ de Deligne-Mumford f : ^ >■ S modéré, propre, plat et de présentation 
finie sur S dont les fibres sont purement de dimension 1, géométriquement connexes et 
ont au plus des singularités nodales, vérifiant de plus les propriétés suivantes : 

1) Si 7r : — >- C est l'espace de modules grossier de fé 3 et si Cy ls est le lieu lisse de 
C sur S, alors le sous-champ ouvert ^Xp Cu s est le lieu lisse de sur S. 

2) Pour tout point géométrique s —s- S le morphisme induit féj- > C-g est un iso- 
morphisme au-dessus d'un ouvert dense de C-g. 

Une courbe tordue n-pointée est une courbe tordue munie d'une collection {E;}" =1 de 
sous-champs fermés de c <o deux à deux disjoints tels que : 

(i) Pour tout i, le sous-champ fermé Sj est dans le lieu lisse de 'rf. 

(ii) Pour tout i, le morphisme E, > ^ -~ S est une gerbe étale sur S. 

(iii) Si %f g én est l'ouvert complémentaire des S, dans 'é'ns, alors %? g é n est un schéma. 

Remarque 5.3.1.2 On rappelle qu'un champ de Deligne-Mumford est dit modéré si pour 
tout corps algébriquement clos k et tout morphisme x : Spec/c —>■ c € le groupe Aut(x) 
est d'ordre inversible dans k. 

Remarque 5.3.1.3 D'après la proposition 4.1.1 de [S], l'espace de modules grossier C est 
une courbe nodale propre et plate sur S, de présentation finie et à fibres géométriquement 
connexes. Si de plus la courbe fé 3 est n-pointée, alors l'espace de modules grossier Di 
du sous-champ fermé Ej est naturellement un sous-schéma fermé de C, et le morphisme 
composé Di —>■ C — >■ S est un isomorphisme. Les Di définissent donc des sections de 
C — S qui en font une courbe nodale n-pointée au sens usuel. 

Théorème 5.3.1.4 (|8j 3.2.3 ou |44j 2.2) Au voisinage (étale) d'un point marqué, la 
courbe ^ S est de la forme [U/fi r ] Spec^4 oùU = Spec^4[a;] et où un générateur 
de fi r agit sur U par x i— » Ç.% avec £ une racine primitive r teme de l'unité. 

Au voisinage d'un nœud, la courbe — >■ S est de la forme [U/fi r ] Spec^4 où 
U = Spec (A[x, y]/(xy — t)) pour un certain t G A et où un générateur de fi r agit sur U 
par (x,y) <— > avec £ et £' des racines primitives r lemes de l'unité. 



2 Nous espérons traiter le cas général dans un avenir proche. 
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Remarque 5.3.1.5 Si p E C est un nœud fixé, et si £ et £' sont les racines primitives 
r iemes ^ q U j apparaissent ci-dessus, on dit que le nœud p est « balancé » si le produit 

est égal à 1. On dit que la courbe ^ est balancée si tous ses nœuds sont balancés. 
Signalons que si p n'est pas balancé, on a nécessairement t = dans la description locale 
ci-dessus. Autrement dit on ne peut pas faire disparaître le nœud en déformant la courbe 
(El 2.2). 

Signalons qu'Olsson montre dans [44j que se donner une courbe tordue revient à se 
donner une courbe nodale classique munie d'une certaine « structure logarithmique ». 
Pour les courbes tordues lisses, Cadman donne une autre description, plus élémentaire. 

Théorème 5.3.1.6 ([16] 2.2.4 et 4.1) 5e donner une courbe tordue {Ei}?=i) n- 
pointée lisse sur un schéma S noethérien et connexe est équivalent à se donner une courbe 
n-pointée (C, {<7i}™ =1 ) lisse sur S et un n-uplet r = (r\, . . . , r n ) d'entiers strictement po- 
sitifs inversibles sur S . La courbe tordue c ë > est alors isomorphe au champ C B y défini de 
la manière suivante. 

Chaque section ai définit un diviseur de Cartier effectif Di de C . On note S]j i la 
section canonique de 6(Di) qui s'annule sur Di. La collection des 6(D{) et des S£> i 
correspond à un morphisme C >■ [A™/G-™J. On note aussi le morphisme de [A" /G-™] 
dans lui-même qui envoie un n-uplet de faisceaux inversibles {L\, . . . , L n ) muni de sections 
(ti,...,t n ) sur le n-uplet (L^ 1 , . . . , L^") muni de (tj 1 , . . . On définit alors C D ^ 

comme étant le produit fibré 

Cx [A « /G n ]iflr [A"/Gm]- 

5.3.2 Description du foncteur de Picard des courbes tordues lisses 

Cadman décrit dans |16j les faisceaux inversibles sur une courbe tordue lisse sur une 
base connexe et noethérienne (corollaire 3.2.1) : un faisceau inversible sur C D y s'écrit 
de manière unique sous la forme ir* L <g) IlILi -S?® ki où ir : c é — C est la projection 
de fé 3 sur son espace de modules grossier, L est un faisceau inversible sur C, ^ est le 
faisceau inversible û<g{Yn) et fej est un entier compris entre et — 1. Il est clair que les 
hypothèses noethériennes ne sont pas essentielles pour ce résultat. Par ailleurs on peut 
aussi supprimer l'hypothèse de connexité sur la base : il faut alors remplacer les entiers 
ki par des fonctions localement constantes à valeurs dans Z. On obtient ainsi le théorème 
suivant. 

Théorème 5.3.2.1 Soient S un schéma, C une courbe lisse n-pointée sur S, 'r' un n- 

uplet d'entiers strictement positifs et C D la courbe tordue associée par la construction 
de Cadman. Soit £â un faisceau inversible surC B ^. Alors il existe un faisceau inversible 
L sur C et des fonctions localement constantes ki appartenant à H (S, Z) prenant leurs 
valeurs dans {0, . . . , — 1} tels que 

n 
i=l 

De plus les fonctions ki sont uniques, L est unique à isomorphisme près, et £^ ri est 
isomorphe à -n*û{Di). □ 

En particulier on a une suite exacte courte : 



n 

> Pic(C) > Pic(%?) ^ Yl H °( S > Z / r «' Z ) > °- 
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Signalons que si S est le spectre d'un corps algébriquement clos, Chiodo ([18]) obtient 
cette suite exacte d'une autre manière pour une courbe tordue quelconque. 

Soit 0^){Ej}" =1 ) une courbe tordue n-pointée lisse sur une base S noethérienne et 
connexe. D'après le théorème 15.3. 1.61 ^ est isomorphe au champ C D y où C est l'espace 
de modules grossier de 'tf, est un n-uplet d'entiers positifs et D = (D\, . . . , D n ) est le n- 
uplet de diviseurs effectifs de Cartier de C correspondant aux E^. Pour tout i le morphismc 
de Di vers S est un isomorphisme. On note ^ le faisceau Û^ÇEi). Alors toutes ces données 
sont compatibles au changement de base. Plus précisément, si T S est un morphisme 
de changement de base, le produit nbré 'rf x s T est isomorphe au champ CL, -> où C 
(resp. D$ est le produit fibre C x s T (resp. A X S T) et B' = (D[, . . . , D' n ). De plus le 
faisceau inversible canonique S?l n'est autre que <E>*i^ où $ est la projection de sur 
'é '. En appliquant le théorème précédent à la courbe fé", on obtient pour tout T une suite 
exacte courte 

n 

Pic(C x s T) > Pic(^ x s T) ^ JJ if°(T, Z/r,Z) =- 0, 

i=l 

autrement dit on a une suite exacte courte de préfaisceaux 

n 

>■ Pic c »- Pic» »- ]J Z/r-jZ ^ 0. 

i=l 

En appliquant le foncteur « faisceau associé pour la topologie étale » on en déduit une 
suite exacte courte de faisceaux étales : 



i=l 

Notons la classe de ûc{Di) dans Picc/s^) et la classe de ^ dans Pic^/s(S). 
On a dans Piog/s la relation £p = Zj. En procédant comme pour le cas du champ [JSf "], 
on voit que le foncteur Pkv/s s'identifie au foncteur quotient de Picc/s x s Z ra par les 
relations i[ s = (où par abus les ti,...,t n désignent aussi les générateurs canoniques 
de Z"). On peut construire ce quotient à la main comme suit. Le produit Picc/s xg Z™ 
est une union disjointe de copies de Picc/s indexées par les n-uplets a — (ai, . . . ,a n ) 
appartenant à Z". Alors Pic<gys est obtenu en identifiant pour tout a, pour tout entier 
k appartenant à Z et pour tout entier i compris entre 1 et n, les copies (Picc/s)a et 
(Picc/s)(a 1 ,....a i +kr i ,...,a n ) via l'isomorphisme de multiplication par U : 

(Picc/s) — ^ (Picc/s) 

La loi de groupe est évidente. 

Remarque 5.3.2.2 Si l'on ne tient pas compte de la structure de groupe, on voit que 
Pic^/5 s'identifie à une union disjointe de ri . . .r n copies de Picc/s- 

Remarque 5.3.2.3 La composante neutre de Pic^/5 est la même que celle de Picc/s- 
Autrement dit, le morphisme de Piccyg vers Pic<^/ S induit un isomorphisme naturel : 

Vin - > Pir° 



Annexes 



Ainsi qu'il a été dit en introduction, la présente annexe rassemble les résultats relatifs 
à la cohomologie des faisceaux sur les champs algébriques nécessaires au texte principal. 
Voici en résumé la liste des sujets qui y sont abordés. 

• Les deux premières sections rappellent les définitions du topos lisse-étale et du couple 
de foncteurs adjoints (/ _1 , /*) associé à un morphisme / de champs algébriques. La 
seule nouveauté est la vérification du fait que sur un champ de Deligne-Mumford, 
les groupes de cohomologie lisse-étale coïncident avec les groupes de cohomologie 
étale. 

• Section lA.1.31 : Nous introduisons un nouveau site, le site lisse- lisse champêtre, dont 
les objets sont les morphismes représentables et lisses — >■ 3£ de champs algé- 
briques. Il définit le même topos que le site lisse-étale mais présente au moins deux 
avantages : il se comporte mieux vis-à-vis des images directes et il a un objet final. 

• Section IÂ. 1.41 : C'est au départ la nécessité de disposer de techniques de descente 
cohomologique à la Deligne-Saint-Donat qui a motivé ce travail. Nous avions en 
particulier besoin d'un analogue pour les champs algébriques de la suite spectrale 
de descente relative à un morphisme lisse et surjectif de schémas. Il s'est finalement 
avéré que l'introduction du site lisse-lisse champêtre rendait ce résultat presque 
trivial (voir proposition I A. 1 .4~Tj) . 

• Sections IA.1.51 et IA.1.61 : Nous décrivons ici une classe de faisceaux acycliques adap- 
tée aux particularités du site lisse-étale. Ces faisceaux « Llc-acycliques » nous sont 
surtout utiles pour obtenir la suite spectrale de Leray relative à un morphisme de 
champs algébriques (thm. IA.1.6.4j) . Nous montrons aussi que les images directes su- 
périeures d'un faisceau lisse-étale abélien peuvent être calculées comme l'on imagine 
(cf. pro p.lA.1.6.î|) . 

• Section IA.1.71 : La formation des groupes de cohomologie et des images directes su- 
périeures commute au changement de base plat. 

• Section rA.1.81 : Il est d'usage, lorsque i : X — >- X est une extension infinitésimale, 
d'identifier les catégories^ de faisceaux Zariski sur X et sur X. Ceci est tout à fait 
légitime puisque X et X ont le même espace topologique sous-jacent. Mieux : le 
foncteur qui à un ouvert étale U de X associe l'ouvert étale U x ^ X de X définit 
une équivalence entre les sites étales de X et de X, ce qui permet d'identifier aussi 
les faisceaux étales. Il faut faire nettement plus attention avec la topologie lisse- 
étale. On peut en effet vérifier facilement que le foncteur ci-dessus n'est même pas 
fidèle. Heureusement, on peut tout de même identifier les groupes de cohomologie 
des faisceaux abéliens sur X et sur X via le foncteur (cf. lA.l.O]) . Cette section 
contient également un résultat analogue pour les images directes supérieures. 

• Section fA.1.91 : On y trouvera un résultat technique utilisé dans la section suivante. 
Plus précisément, soit & un faisceau sur le site lisse-lisse champêtre d'un champ 
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algébrique S£ . On suppose qu'il existe une présentation X — ^ 2£ de telle que 
la restriction de & au site lisse de X soit représentable par un espace algébrique 
lisse sur X. Alors est lui-même représentable par un unique champ algébrique 
lisse sur «ST. 

• Section IA.1.101 : On y décrit les torseurs du topos lisse-étale et l'on constate dans 
le cas particulier d'un groupe lisse sur la base S que le H 1 au sens des foncteurs 
dérivés coïncide avec le groupe des classes de torseurs. 

• Section lA~2l : Après quelques généralités sur la cohomologie plate sur les champs 
algébriques, nous donnons principalement deux résultats. D'une part la suite spec- 
trale qui relie la cohomologie plate à la cohomologie lisse-étale, et d'autre part la 
généralisation aux champs algébriques du théorème de Grothendieck suivant lequel 
dans le cas d'un groupe lisse, la cohomologie plate coïncide avec la cohomologie étale 
(cf. [2], exposé VI, paragraphe 11). 



A.l Cohomologie lisse-étale sur les champs algébriques 

A. 1.1 Cohomologie des faisceaux 

Rappelons brièvement, pour la commodité du lecteur, la définition du site lisse-étale 
d'un champ algébrique donnée au chapitre 12 de |38j . 

Définition A. 1.1.1 Soit S£ un S-champ algébrique. On appelle site lisse-étale de S£ et 
on note Lis-ét(JT) le site défini comme suit. 

Les ouverts lisses-étales de 3£ sont les couples (U,u) où U est un S-espace algébrique 
et u : U —s- 3C un morphisme représentable et lisse. Une flèche entre deux tels ouverts 
(U,u) et (V, v) est un couple (<p,a) faisant 2-commuter le diagramme suivant : 




Une famille couvrante de (U, u) est une collection de morphismes 

(((pi,oti) : (Ui,Ui) s- (U,u)) ie i 

telle que le 1 -morphisme d'espaces algébriques 

II : II ^ * U 

iei iei 

soit étale et surjectif. 

Le site étale de X , noté Et est la sous- catégorie pleine de Lis-ét(^T) dont les 
objets sont les couples (U, u) où u est un morphisme étale, munie de la topologie induite 
par celle de Lis-ét (■$£"). 

Remarque A. 1.1. 2 Notons (.)ét l'opération de restriction des préfaisceaux ou faisceaux 
lisses-étales au site étale de 3£ . Notons encore a le foncteur « faisceau associé » (le contexte 
devant lever toute ambiguïté sur le site concerné, étale ou lisse-étale). Maintenant si S? 
est un préfaisceau sur le site lisse-étale de 3£ , on a un isomorphisme canonique : 



a(^ét) > (ç^)ct 
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Ceci est essentiellement dû au fait que si (U,u) est un ouvert étale de X et si (((fi, ai) : 
(Ui,Ui) — *- (U, u))i est une famille couvrante dans Lis-ét(JT), alors les Ui sont étales sur 
5£ et la famille considérée est couvrante dans Et(^T). 

On notera encore û$ç le faisceau structural de 3£ défini en (12.7.1) dans 38J. Si s£ est 
un faisceau d'anneaux sur Lis-ét(JT), on notera Mod j3 '(^") la catégorie des faisceaux de 
.^-modules sur le site lisse-étale de S", ou plus simplement Mod(^*) lorsque sé = 0%. 
La catégorie des faisceaux abéliens sera notée Ab(^). 

Proposition A. 1.1. 3 La catégorie Mod^(^") est une catégorie abélienne avec suffisam- 
ment d'objets injectifs. En particulier il en est ainsi des catégories Mod(^T) et Ab(X). 

Démonstration, [3] II (6.7) et [H] théorème (1.10.1). □ 

On rappelle que le foncteur « sections globales » est défini de la manière suivante. 
Si & est un faisceau lisse-étale sur Sl>, l'ensemble Y(3£,&) est l'ensemble des familles 
( s (u,u)) de sections de & sur les {U, u) £ obLis-ét(JT) qui sont compatibles aux flèches de 
restriction en un sens évident (cf. [38] (12.5.3)). On vérifie immédiatement que le foncteur 
r(^T, .) : Ab(jr) > Ab est exact à gauche. On définit alors H % {3£ ', .) comme étant le 
i™° foncteur dérivé à droite de r(JT, .). 



Proposition A. 1.1. 4 Sur la catégorie Mod(JT), le foncteur H l (X,.) coïncide avec le 
i ème foncteur dérivé à droite de T(X, .) : Mod( X) -> Ab. 

Démonstration, g] V (3.5). □ 

Nous espérons ici que le lecteur a présents à l'esprit les résultats (12.2.1) et (12.3.3) de 
38J, ainsi que les notations qui y sont introduites. Si tel n'était pas le cas, nous l'invitons 
à se les remémorer. 



Lemme A. 1.1. 5 Soit X un S -champ de Deligne-Mumford et soient & , S? des faisceaux 
lisses-étales d'ensembles (resp. de groupes abéliens) sur X . On suppose que & est carté- 
sien. Alors l'application 



Hom(J?,Sf) > Hom(jr ét ,âf ét ) 



induite par le foncteur d'inclusion Ét(^) 1 -^- Lis-ét(^T) est bijective. 

Démonstration. Soit g : J?ét ; " &êt un morphisme de faisceaux (resp. de faisceaux 
abéliens). Il est donné par la collection des gu,u ■ -^u,u > ^u,u pour (U, u) G obÉt(^T), 
ces morphismes gu lU satisfaisant de plus à une condition de compatibilité évidente avec les 
morphismes de changement de base 9 v ^ a pour tout morphisme (cp, a) dans Et(^T). Il faut 
montrer que g se prolonge de manière unique en un morphisme de faisceaux lisses-étales. 
Soit (U,u) € obLis-ét(^T). Soit P : X —>■ 3£ une présentation étale de 9£ . On note 



V 
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et on pose v = P o ip. Un morphisme h qui prolonge g fait nécessairement commuter le 
diagramme suivani[f| : 



i>- x &x, P 1 



9" 



Comme ^ est cartésien, #Jl ^ est un isomorphisme, donc ft.v> est déterminé de manière 



Le diagramme analogue obtenu à partir du 



unique par h v . v = 6^ ^ o {^~ l g x ,p) ° ( 
morphisme <p nous donne p~ 1 (hu^ u ) = (&• ^)~ x ohy^o^ ^ (où &• y est un isomorphisme 
parce que p est étale). Comme ip est étale surjectif, le foncteur p -1 est pleinement fidèle 
de sorte que la relation précédente détermine de manière unique le morphisme hu,u- On 
vérifie facilement que si (U, u) et (U', u') sont deux ouverts lisses-étales et si p : U' —>■ U 
est un morphisme entre ces ouverts, alors le diagramme suivant commute : 



9" 



ip 1 hu,u 



P ^U,u 
Y 



En d'autres termes, la collection des hv u ainsi construits définit bien un morphisme de 
faisceaux lisses-étales de dans Sf qui prolonge g. □ 



Remarque A. 1.1. 6 Le résultat est faux si on ne suppose pas & cartésien. Il suffit de 
considérer un faisceau lisse-étale abélien & non nul tel que J^ét soit nul. Alors, dans 
Hom(J?", J?~) on a au moins deux éléments distincts, à savoir l'identité et le morphisme 
nul, tandis que Homf^ét, =^ét) est réduit à zéro. Pour exhiber un tel faisceau, on peut par 
exemple prendre = SpecA:, le spectre d'un corps, et poser J?(U,u) = Slu/k- 

Corollaire A. 1.1. 7 Soient X un S-champ algébrique et un faisceau lisse-étale sur 
3£ . Alors le morphisme canonique 



rv^,^) — ^ L ét (S\^) 

est un isomorphisme. 



Démonstration. Il suffit juste d'appliquer (|A.1.1.5|) en prenant pour & le faisceau final, 
i.e. le faisceau qui à tout ouvert lisse-étale associe un singleton. Il est clair que ce faisceau 
est bien cartésien. □ 



Corollaire A. 1.1. 8 Soit 9£ un S-champ de Deligne-Mumford, et soit & un objet injectif 
de la catégorie des faisceaux lisses-étales abéliens sur X . Alors la restriction J^ét de & 
au site étale de X est un objet injectif de la catégorie des faisceaux étales abéliens. 

3 Afin de ne pas alourdir l'exposé, nous avons cru bon de ne pas préciser les 2-isomorphismes dans les 
morphismes entre ouverts lisses-étales. Nous notons donc 9 V au lieu de 9 v ,a- Une notation comme 9^, g: 
désigne alors le 9 V relatif à & . 
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Démonstration. Soit — >■ ,<# — ^ une suite exacte de faisceaux étales, et soit / : 
—>■ &ét un morphisme donné. Il s'agit de montrer que / se prolonge en un morphisme 
Jt' ->■ J^t- D'après [38] (12.3.3), le foncteur d'inclusion Ét( 2£) ->■ Lis-ét( 2£) induit 
une équivalence de catégories =% s -ét,cart — > ^ét- De plus cette équivalence préserve les 
faisceaux abéliens, de sorte qu'elle induit une équivalence de la sous-catégorie pleine de 
Ab(^T) dont les objets sont les faisceaux abéliens cartésiens, sur la catégorie Abét(^) des 
faisceaux étales abéliens. Il existe donc un morphisme de faisceaux lisses-étales cartésiens 
yfâ — > qui par restriction au site étale de X induit ^# —>■ jfâ' . De plus si (U,u) 
est un ouvert lisse-étale de JT, le morphisme j$xj,u ^'u,u est par construction égal 
au morphisme > u~ 1 ^' , où u est considéré comme un morphisme de topos 

de Uét dans JiQt- Le foncteur m -1 étant exact, on en déduit que ^# > est un 
monomorphisme. Par ailleurs, il existe en vertu du lemme (|A.1.1.5j) un morphisme / : 
> qui induit / par restriction au site étale. Comme & est injectif, / se prolonge 
à M' et la restriction au site étale de 3C de ce prolongement fournit un prolongement de 
/ à jfâ' ', ce qui achève la démonstration. □ 

Proposition A. 1.1. 9 Soient SC un S-champ de Deligne-Mumford et & G Ab(<S£") un 
faisceau lisse-étale abélien sur 3£ . On note ^ét la restriction de & au site étale de 3£ . 
Alors pour tout q > on a un isomorphisme canonique : 

Démonstration. C'est évident compte tenu des deux résultats précédents. □ 

A. 1.2 Fonctorialité du topos lisse-étale 

Soit / : 3£ — >■ W un 1-morphisme de ^-champs algébriques. On rappelle (cf. [38 , 
(12.5)) que l'on peut lui associer un couple de foncteurs adjoints (/ _1 ,/*) de la manière 
suivante. Pour tout faisceau lisse-étale & sur S£ et tout ouvert lisse-étale (V, v) de W , on 
pose 

(f^)(V,v) = Yan,^(U,u) 
où la limite projective est prise sur les carrés 2-commutatifs de S'-champs algébriques 

G 

U ~ V 



se -^-w 

avec (U,u) <E obLis-ét(^*). Les flèches de restriction sont définies de manière évidente. 
Le foncteur image directe est décrit de manière légèrement différente dans [38] , mais il est 
très facile de vérifier qu'il s'agit bien là du même foncteur. Ainsi défini, il est évident qu'il 
commute aux limites projectives arbitraires, de sorte que l'on sait a priori qu'il admet 
un adjoint à gauche, déterminé de manière unique à unique isomorphisme près. Nous 
noterons / _1 cet adjoint à gauche. On peut en donner une description simple. Pour tout 
faisceau lisse-étale éf sur on définit d'abord un préfaisceau ]~ lc S sur Lis-ét(^T) en 
posant pour tout ouvert lisse-étale (U,u) de 5£ , 

(/^Sf) ([/,«) =limÈf(V» 



A.l Cohomologie lisse-étale sur les champs algébriques 



85 



où la limite inductive est prise sur les carrés 2-commutatifs de S-champs algébriques 

q 



se — 

avec (V,v) S obLis-ét(^). Les flèches de restriction du préfaisceau f~ 1( £ sont définies 
de manière évidente. On définit alors i~ lc S comme étant le faisceau lisse-étale associé 
au préfaisceau . Il est clair que ces foncteurs induisent un couple de foncteurs 

adjoints entre les catégories des faisceaux abéliens sur Se et sur & . Rappelons aussi que 
ces foncteurs s'expriment plus simplement dans les cas particuliers suivants ( [38] (12.5.1) 
et (12.5.2)). Si / est lisse, alors pour tout faisceau lisse-étale sur <3f le faisceau lisse- 
étale j~ lc S n'est autre que la restriction de Sf au site lisse-étale de Se par le foncteur 
(U,u) h- > (U, f o u). Si / est représentable, le foncteur image directe est induit par une 
application continue Lis-ét(Se) > Lis-ét(^). Pour tout faisceau lisse-étale & sur Se le 
faisceau lisse-étale est donné par f*&(V,v) = ^{Se xay T^pr^). 

Remarque A. 1.2.1 Comme on pourra le lire bientôt dans la prochaine édition de [55] . 
ou dès aujourd'hui dans [45] . il serait erroné de penser que le couple (/ , /*) est toujours 
un morphisme de topos. Il peut en effet arriver que le foncteur / _1 ne soit pas exact, même 
lorsque Se et W sont des schémas. Pour s'en convaincre on consultera les références citées. 
C'est toutefois le cas dès que / est lisse. 

Le foncteur /* : Ab(<^) > Ab(^), qui a un adjoint à gauche, commute aux limites 
projectives et en particulier est exact à gauche. On peut donc définir les foncteurs dérivés 
R q f* : Ab(Se) >■ Ab(^). Nous les étudierons plus en détail ultérieurement : nous ne 
disposons pas à l'heure actuelle de tous les outils techniques nécessaires. 

A. 1.3 Le site lisse-lisse champêtre d'un champ algébrique 

Pour un certain nombre de considérations techniques, le site lisse-étale défini ci-dessus 
ne contient pas suffisamment d'ouverts pour être vraiment commode. En effet, lorsque 
/ n'est pas représentable, le foncteur /» n'est pas induit par une application continue 
Lis-ét( Se) — ^ Lis-ét(^), ce qui pose problème par exemple lorsque l'on essaye de cal- 
culer les foncteurs images directes supérieures R q f* (voir le paragraphe (|A.1.6|) ). C'est la 
raison pour laquelle nous introduisons un site un peu plus gros, qui ne présentera plus 
les mêmes inconvénients. Nous démontrons ensuite ([A.1.3.3P que le topos qu'il définit est 
équivalent au topos lisse-étale. Le choix de la topologie lisse plutôt qu'étale pour ce site 
est essentiellement dû au fait que pour la topologie étale, les « ouverts lisses champêtres » 
ne sont pas toujours recouverts par un espace algébrique. 

Soit Se un 5-champ algébrique. On définit la 2-catégorie des ouverts lisses champêtres 
de la manière suivante. Les objets sont les couples (^, u) où °?/ est un S'-champ algébrique 
et u : —>■ Se est un morphisme représentable et lisse. Un 1-morphisme entre deux 
tels ouverts (^,u) et {~f \v) est un couple (ip, a) où ip : °i/ ~~ ~V est un 1-morphisme 
(automatiquement représentable !) de S'-champs algébriques et a : u =>■ v o ip est un 
2-isomorphisme. 



9/ 
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Si ((/?, a) et (ip,P) sont deux 1-morphismes de (ftt ,u) dans (">^,u), un 2-morphisme entre 
(ip, a) et (ip, (3) est un 2-isomorphisme 7 : y> =4- ^ tel que /3 = (««7) ° a. 

Lemme A. 1.3.1 Soient (ftt ,u) et (V, u) deiia; ouverts lisses champêtres. Alors la caté- 
gorie des morphismes de (*W ,u) dans (7^, u) est équivalente à une catégorie discrète. 

Démonstration. Il suffit de montrer que si (ip, a) est un objet de Hom(( < 2(', u), (y,v)), 
alors le groupe des automorphismes de (<p,ot) est réduit à l'identité. Soit 7 € Aut(y, a). 
Alors 7 est un 2-automorphisme de ip qui induit l'identité de vo ip. Or d'après [38j (8.1.2), 
(2.2) et (2.3), un 1-morphisme de ^-champs algébriques v : Y -~ S£ est représentable 
si et seulement si pour tout U G ob(Aff/S), le foncteur vu ■ "fu 3£u est fidèle. En 
particulier le morphisme Aut(^) — >- Aut(uo ip) est injectif, donc 7 est l'identité de (p. □ 

À l'avenir on identifiera Hom((^, u), (Y, v)) à une catégorie discrète équivalente et 
on parlera de V ensemble des morphismes de {fté ,u) dans (V, v), et de la catégorie des 
ouverts lisses champêtres. Il est clair que cette catégorie admet des produits fibrés. 

Définition A. 1.3. 2 On appelle site lisse-lisse champêtre, et on noteïAc(^), la catégorie 
des ouverts lisses champêtres de 3£ munie de la topologie engendrée par la prétopologie 
pour laquelle les familles couvrantes sont les familles de morphismes 

{(%,ui) — > Car, «))<€/ 

telles que le morphisme (automatiquement représentable) 

Y[ Ul ^ 

soit lisse et surjectif. 

Proposition A. 1.3.3 1) La topologie de Lis-ét(^T) est égale à la topologie engen- 
drée par la prétopologie dite lisse, pour laquelle les familles couvrantes sont les 
familles de morphismes ((Ui,Ui) (U, ti))j£j telles que le morphisme JJ ieI Ui : 
Ilie/ ~~ U soit lisse et surjectif. 
2) Le foncteur d'inclusion Lis-ét(^")^- Llc(j?T) induit une équivalence de topos de 

la catégorie des faisceaux sur le site lisse-lisse champêtre vers la catégorie des fais- 
ceaux sur Lis-ét(JT). 

Démonstration. 1) Si V — >■ U est un morphisme lisse et surjectif de ^-espaces algé- 
briques, il existe un ^-espace algébrique U' et un morphisme U' —>■ U étale surjectif qui 
se factorise par V. On en déduit facilement que toute famille couvrante de la prétopolo- 
gie lisse admet un raffinement qui est une famille couvrante de la prétopologie étale. En 
particulier, si R est le crible engendré par une famille couvrante de la prétopologie lisse, 
il contient un crible engendré par une famille couvrante de la prétopologie étale. D'après 
la proposition II (1.4) de [S], si T est la topologie engendrée par une prétopologie E, et si 
(17, u) est un ouvert, pour qu'un crible R de (U, u) soit un crible couvrant de (U, u) pour 
T, il faut et il suffit qu'il contienne un crible R' engendré par une famille couvrante de la 
prétopologie E. Notre assertion en résulte immédiatement. 

2) Compte tenu de 1) il est clair que la topologie de Lis-ét(JT) est bien la topologie 
induite par celle de Llc(^T) via le foncteur d'inclusion Lis-ét(^) < — ^- Llc(^) • H suffit 
alors d'appliquer le lemme de comparaison [3j III (4.1). □ 
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Remarque A. 1.3. 4 Notons JTli c le topos des faisceaux sur Llc(JT). Si / : 5£ > 
est un 1-morphisme de iS-champs algébriques, il induit un couple de foncteurs adjoints 
(/lie ' définis de manière évidente. En particulier le foncteur f^ c est simplement donné 
P ar (f* c ^)fài u) — &{3£ , W,pr$ r ) pour tout ouvert lisse champêtre u : % — W 
de W . On peut aussi définir un foncteur « sections globales » en posant simplement 
riicC^",^) = ^(^",Id^r). Il est alors clair que ces foncteurs coïncident avec leurs ana- 
logues sur les faisceaux lisses-étales via l'équivalence de catégories ci-dessus. Nous suppri- 
merons à l'avenir la mention « 11c » dans les notations qui désignent ces foncteurs. 

Remarque A. 1.3. 5 Si u : a i/ — 3£ est un morphisme représentable et lisse de S- 
champs algébriques, et si srf est un anneau du topos 3£u c , le foncteur 

f Mod^(,r) — > Mod^ (<8r) 
[ & .— > 

où iU ) (resp. désigne la restriction de ^ (resp. ,sz/) au site lisse-lisse champêtre 

de commute aux limites projectives et inductives arbitraires. Il a donc un adjoint à 
gauche u\, et de plus cet adjoint est exact (tout ceci résulte de [3] IV (11.3.1)). Par suite 
u* transforme les objets injectifs en objets injectifs (voir aussi [1] V (2.2)). 

A. 1.4 La suite spectrale relative à un recouvrement 

Soit P : ty — >- S£ un morphisme représentable, lisse et surjectif de S'-champs algé- 
briques. On note 

q/ 2 = <&° X ^ <%° X x 

<%n = <%° x,%- ■■■■><.%■ W° (n + lfois) 



Les ^ n forment avec les diagonales partielles et les projections un S'-champ algébrique 
simplicial muni d'une augmentation vers 3£ : 



Soit & un faisceau abélien sur le site lisse-étale de 3£ '. On note ^ l la restriction de 
& au site lisse-étale de . On cherche alors à calculer la cohomologie de & en fonction 
de la cohomologie des sur les a U % . On peut associer au champ algébrique simplicial 
ci-dessus un complexe de Cech de la manière suivante. Pour n > 2, on note p 1 ,- , où la 
notation l signifie que l'indice l est omis, la projection ^ n_1 — a // n ~ 2 qui « oublie » le 
facteur d'indice l de e ^ n ~ 1 . Par exemple p\ et P2 désignent respectivement les première et 
seconde projections de &° y. se sur <^ . On définit alors le complexe de Cech S(H q ) 
comme étant le complexe : 

jO il îp 
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avec 

40 



« = P23 - Pl3 + Pl2 



p+2 

d p = £(-1) 



P l...l...{p+2)- 



1=1 

On désigne par H p (H q (W , J^*)) l'homologie en degré p de ce complexe : 

Kerd? 



H p {H q {ÏÏ\&')) 



1-mdP- 



Le résultat suivant, qui donne la suite spectrale reliant la « cohomologie de Cech » 
relativement à la famille couvrante P : — >■ ^T, à la cohomologie lisse-étale de & sur 
3£ % est essentiellement trivial. Il ne fait pas appel aux techniques de descente cohomolo- 
gique de Deligne présentées par Saint-Donat dans l'exposé V bis de [1] : il s'agit juste de la 
« suite spectrale de Cartan-Leray relative à un recouvrement » . Il nous rendra cependant 
de précieux services. Le cas qui nous intéressera le plus en pratique sera celui où ^ est 
un espace algébrique, de sorte que P est une présentation de 3£ . 

Proposition A. 1.4.1 (|4j V (3.3)) Reprenons les hypothèses et notations précédentes. 
Il existe une suite spectrale (fonctorielle) : 

E%' q = H p {H q {^\ H p+q {36, 

Démonstration. Pour pouvoir appliquer le corollaire V (3.3) de 0], on regarde & comme 
un faisceau sur le site lisse-lisse champêtre de 56 . □ 



A. 1.5 Faisceaux acy cliques 

Soit / : 56 —>■ W un morphisme de S*-champs algébriques. Dans la mesure où le 
couple de foncteurs adjoints (/ , /*) n'est pas un morphisme de topos, il n'est pas évident 
a priori que le foncteur /* transforme les faisceaux injectifs en faisceaux injectifs. C'est 
essentiellement à ce défaut que le présent paragraphe doit son existence. En effet, pour 
obtenir la suite spectrale de Leray relative à un morphisme de champs algébriques (cf. 
paragraphe (IA.1.6|) ). il nous faudra montrer que le foncteur /» transforme les faisceaux 
injectifs en faisceaux acycliques pour le foncteur « sections globales ». L'usage de faisceaux 
« flasques » en un certain sens va nous permettre de résoudre ce problème, mais il faut 
bien choisir la classe de faisceaux que l'on considère. En effet, vu que le topos ^îi S -ét 
n'est pas engendré par ses ouverts (la catégorie des ouverts ne contient pas assez de 
monomorphismes) une définition naïve des faisceaux flasques, comme celle adoptée par 
Godement ([2S]) dans le cas de faisceaux sur un espace topologique, ne convient pas 
puisque de tels faisceaux ne sont pas nécessairement acycliques (cf. [3] V, exercice 4.16). 
Par ailleurs, les faisceaux flasques proposés dans SGA 4 ne répondent pas non plus à nos 
besoins : pour montrer qu'ils sont préservés par le foncteur on utilise là-aussi réellement 
l'exactitude du foncteur / _1 ([4] V 4.9). Rappelons la définition ci-dessous. 

Définition A. 1.5.1 (|4j V 4.2) Soit 36' un S-champ algébrique et soit & un faisceau 
lisse-étale abélien. On dit que J^" est lAc-acyclique si pour tout morphisme représentable 
et lisse u : 56 et pour tout q > 0, le groupe H q {^, ,u)) es ^ nu ^ 
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Remarque A. 1.5. 2 S'il est évident que les faisceaux flasques au sens de SGA 4 sont Llc- 
acycliques, il n'y a aucune raison a priori pour que la réciproque soit vraie. Pour quelques 
commentaires sur ce genre de questions, on pourra consulter [3] V 4.6 et 4.13. Par ailleurs 
il est évident que les faisceaux injectifs sont flasques, donc aussi Llc-acycliques. 

La proposition suivante, quoique fortement inspirée de la proposition V 4.3 de [3], en 
diffère légèrement. 

Proposition A. 1.5.3 Soient S£ un S-champ algébrique, et un faisceau surlAc{5£). 
Les propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) & est lAc-acy clique ; 

(2) pour toute famille couvrante ((W ,u') —>■ ,u)) danslAc(^), et pour tout q >0 , 
le groupe H q (W /fy, est nul (où H q (W désigne le q ième groupe de coho- 
mologie de Cech de 3F, aussi noté H q (H°(%'* , u 0) dans la section précédente) . 

Démonstration. L'implication (1) => (2) résulte de l'implication (i) => (ii) de [3J V 4.3. 
Notons qu'il est très facile, si l'on préfère, de la redémontrer directement à partir de la 
suite spectrale (|A.1.4.1|) . Pour la réciproque, on suppose que la condition (2) est vérifiée, et 
on va montrer par récurrence sur n que pour tout n > et pour tout ', u) € obLlc(<^), 
le groupe H q {^ , &(<%,u)) es t nul. Soit x € H 1 ^ , &(w,u))- On sait que pour toute famille 
couvrante à un élément — ^ f ,ona une suite spectrale 

E%« = HP(H q (W,^,u))) => H* +q (W,^,u))- 

Comme le terme E^' est nul par hypothèse, la suite exacte des termes de bas degré nous 
montre que le morphisme H 1 ^, J^W, U )) —s- E®' 1 est injectif. A fortiori le morphisme 
H 1 ^, &t<&,u)) EL x (fl/' , cF(<%',v,')) es t lui aussi injectif. Or il existe une famille cou- 
vrante t W % telle que CE| , soit nul, d'où la nullité de x. On suppose maintenant la 
condition vérifiée jusqu'au rang n — 1. Si x est un élément de H n (ty£ , ^{fu on choisit 
une famille couvrante *%' — > °?/ telle que x\ , soit nul. Un examen attentif des zéros 
de la suite spectrale relative à cette famille couvrante nous montre que le morphisme 
H n (W, &w,u)) H n {W, ^{<%i, U ')) es t injectif, ce qui prouve que x est nul. □ 

A. 1.6 Images directes supérieures et suite spectrale de Leray re- 
lative à un morphisme de champs algébriques 

Nous allons à présent essayer de décrire un peu mieux le foncteur R q f*. Pour dé- 
montrer la proposition (|A.1.6.1[) ci-dessous, nous aimerions appliquer directement la pro- 
position V (5.1) de [3J. Telle quelle, elle ne permet malheureusement pas d'obtenir une 
description satisfaisante des images directes supérieures, pour deux raisons. La première 
est qu'elle suppose que le couple (/ , /*) est un morphisme de topos, ce qui, comme on 
l'a vu ci-dessus, n'est pas vrai en général. Cet obstacle est assez inoffensif, puisqu'un exa- 
men attentif de la démonstration révèle que cette hypothèse n'est pas essentielle, et que 
le résultat de loc. cit. est valable dans notre cas (voir la démonstration de (|A.1.6.1j) 1)). 
Le second obstacle est le manque d'ouverts dans la topologie lisse-étale, résolu par l'usage 
du site lisse-lisse champêtre. 

Proposition A. 1.6.1 1) Soit & un faisceau abélien sur Lis-ét(^). Alors le faisceau 
R q f*J^ est le faisceau associé au préfaisceau qui à tout ouvert lisse-étale (U,u) de 
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<& associe H q {& x w U^{%-k 9 u, Wsc ))- 

% XtyU *~U 



P r .9T 



□ i 

Y 



JT î -^-& 

2) La restriction de (R q f*)^ au site étale de *3f est le faisceau étale associé au pré- 
faisceau qui à tout ouvert étale (U,u) de & associe H q (^ Xay U,^^xy.»U,pT X ))- 

3) Le faisceau évoqué en 2) est encore la valeur en & du q leme fondeur dérivé à droite 
du fondeur qui à un faisceau lisse-étale abélien & associe la restriction de au 
site étale de W . 

4) Si 9 = SpecA est un schéma affine et si X est quasi-compact, alors pour tout 
faisceau quasi- cohérent & sur 3£ : 

Démonstration. 1) Vu la remarque (|A.1.3.4|) . on peut remplacer le site lisse-étale par 
le site lisse-lisse champêtre. Nous reprenons ici les arguments de 4 V (5.1). Notons /* 
le foncteur image directe de la catégorie des préfaisceaux sur Llc(^T) vers celle des pré- 
faisceaux sur Llc(^), a le foncteur « faisceau associé », et Jif le foncteur « préfaisceau 
sous-jacent ». Il est clair que l'on a un isomorphisme de foncteurs : 

f* — a_f*JÏÏf . 

Comme les foncteurs a et /* sont exacts, il en résulte un isomorphisme R q f* ~ af*R q Jê? . 
Il nous reste juste à calculer R q Jff°. Soit & un faisceau abélien sur Llc(JT). Le préfaisceau 
R q ,3^ ^ est l'homologie en degré q (calculée dans la catégorie des préfaisceaux!) du 
complexe > JP* où — >■ & > JP* est une résolution injective de Donc c'est 
le préfaisceau qui à un gros ouvert lisse (Hf,u) de S£ associe l'homologie en degré q du 
complexe : 

o — > m,^, u) ) — - r(îr,^ ( V, u) ) — - ... 

Or les faisceaux JPfy u \ sont injectifs (remarque (|A.1.3.5I) ). donc ils forment une résolution 
injective de d'où il résulte que le ç leme groupe d'homologie du complexe ci-dessus 

n'est autre que H q (<&, J^"(^ )U )), ce qui prouve notre assertion. 

2) résulte immédiatement de 1) et de la remarque (|A.1.1.2p . Pour 3), il suffit de consta- 
ter que le foncteur (.)ét de restriction des faisceaux au site étale est exact, de sorte que 

R q ((.)ét°f*)^(.)ét°{R q f*)- 

4) On considère la suite spectrale de Leray relative au morphisme /. (On n'utilisera 
pas 4) avant (|A. 1.6.4p .) 

H p (SpecA,R q U?) =*> H p+q {3£,&) 

Or R q f*^ est quasi-cohérent ([3S] (13.2.6)), donc pour tout p > et pour tout entier q, 
H p (SpecA,R q f*,^ r ) = 0. On en déduit les isomorphismes escomptés ([U], chap. XV, 
théorème 5.12 p. 328). □ 

Proposition A. 1.6. 2 La restriction du foncteur R q f* à la catégorie Mod(^) coïncide 
avec le q leme foncteur dérivé à droite de /* : Mod(^T) Mod($Q. 
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Démonstration. Il suffit de montrer que les objets injectifs de Mod(iBT) sont acycliques 
pour le foncteur /» : Ab(%~) — >■ Ab(^). Soit J un faisceau de ^jr-modules injec- 
tif et soit q un entier strictement positif. Pour montrer que -R 9 /*^ est nul, il suffit 
d'après la proposition précédente de montrer que pour tout ouvert lisse-étale (U, u) de 
, le groupe H q ($£~ xayU, ^(scx^u.pr^)) est nul. Or les groupes de cohomologie du fais- 



ceau -J?< 



vu comme faisceau de modules ou comme faisceau abélien coïncident 
(|A.1.1.4[) . et ce faisceau est un objet injectif de la catégorie Mod(^T xayU) (cf. remarque 
(|A.1.3.5|I ). ce qui prouve que sa cohomologie est nulle. □ 

Lemme A. 1.6.3 Le foncteur /» : Ab(JT) Ab(^) préserve les faisceaux lAc-acycli- 
ques. En particulier il transforme les faisceaux injectifs en faisceaux acycliques pour le 
foncteur Y{^/ , .). 

Démonstration. Soit & un faisceau Llc-acyclique sur JT. Soit ((^°,u ) — >■ (f%f,u)) 
une famille couvrante à un élément de Llc(^). On veut montrer que pour tout entier p 
strictement positif le groupe H P C%° /ty , f*^) est nul. On note le champ algébrique 
simplicial obtenu en prenant le cosquelette du morphisme % {) — >■ % . On note encore 
■f (resp. Y ) le produit fibre JT ^ (resp. S£ et f le champ algébrique 

simplicial obtenu en prenant le cosquelette du morphisme ^ Y . Il est canoniquement 
isomorphe à X xçy W . 



□ fl 



□ U 



Y 



Par définition, le groupe H p (^° , /*J^") est l'homologie en degré p du complexe 

- H Q (W°,(U?) ) H°{W\{U&) 1 ) ^ ... 

où (f*^) 1 désigne la restriction à ty? 1 du faisceau f*&. Or pour tout i, le faisceau (f*J^) 1 
est exactement le faisceau f\^J^ % \ où est la restriction à T 7 * de JP. On en déduit 
que le complexe ci-dessus n'est autre que 

o — ^ H°{r°,3?°) — ^ H^y 1 ,^ 1 ) — ^ ... 

d'où un isomorphisme 

H P (W°/W, f„&) ~ iF(^7^, .9). 

L'assertion est maintenant claire puisque l^ >- "V est une famille couvrante de Llc(X). 
□ 

Théorème A. 1.6. 4 (suite spectrale de Leray relative à / : 3£ — Soit 

f : X > W 

un morphisme de S -champs algébriques, et soit & un faisceau lisse-étale abélien sur X . 
Il existe une suite spectrale : 
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Démonstration. Compte tenu du lemme précédent, c'est juste la suite spectrale d'un 
foncteur composé (cf. 3Bj XX, théorème (9.6)). Le fait que le foncteur T{3£ , .) soit bien 
le foncteur composé T(^, .) o /* est évident lorsqu'on regarde & comme un faisceau sur 
le site lisse-lisse champêtre de SC . □ 

Proposition A. 1.6. 5 Soient f : 3£ >- & et g : &~ — >- 3f des morphismes de S- 
champs algébriques et soit & un faisceau lisse-étale abélien sur 5£ ' . Alors on a une suite 
spectrale : 

R p g*R q f*& R p+q (g o f).&. 

Démonstration. C'est encore une fois la suite spectrale d'un foncteur composé. Il faut 
juste montrer que si J* est un faisceau injectif sur JT, alors /*J^ est acyclique pour le 
foncteur g*, autrement dit que le faisceau R q g*(f*,^) est nul pour tout q > 0. C'est 
évident en utilisant la proposition (|A.1.6.1|I , le lemme (|A.1.6.3|) et la remarque (|A.1.3.5j) . 
□ 

A. 1.7 Cohomologie et changement de base 

Nous aurons besoin par la suite d'hyperrecouvrements. La définition que, pour la 
commodité du lecteur, nous rappelons ci-dessous, est plus simple en apparence que celle 
présentée dans [4]. Elle lui est équivalente dès que la catégorie sous-jacente à C admet 
des sommes directes arbitraires (en effet les objets semi-représentables sont alors repré- 
sentables), ce que nous supposons dès à présent. 

Définition A. 1.7.1 (cf. |4j V (7.3.1.2)) Soient C un site (admettant des sommes di- 
rectes arbitraires), X un objet de C et U* X un objet simplicial de C muni d'une 
augmentation vers X, ou de manière équivalente un objet simplicial de C/X. On dit que 
U* est un hyperrecouvrement de X s 'il possède les propriétés suivantes : 

(1) Pour tout entier n > le morphisme canonique 

U n+1 - (cosq„ (sq n U*)) n+1 

est un morphisme couvrant. 

(2) Le morphisme U — >■ X est couvrant. 

Remarque A. 1.7. 2 Dans la définition précédente, sq„ désigne le foncteur qui à un ob- 
jet simplicial associe son tronqué à l'ordre n. Le foncteur cosq„ est l'adjoint à droite 
de sq„. Enfin (cosq„ (sq„ U')) n +i désigne le terme d'indice n + 1 de l'objet simplicial 
cosq„ (sq„ U'). 

Si U* X est un hyperrecouvrement de X et si & est un faisceau abélien sur X, 
on lui associe un complexe 

H q (U°,^°) H^U 1 ,^ 1 ) > ... 

de manière tout à fait analogue à ce qui a été fait dans la section (|A.I.4p (où J^ 1 désigne 
la restriction de & à U 1 ). On note encore H p (H q (U' , l'homologie en degré p de ce 

complexe. On a alors une suite spectrale ({4] V (7.4.0.3)) : 

H p (H q {U',^')) =► H p+q {X,^). 
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Proposition A. 1.7. 3 Soit un S-champ algébrique quasi-compact, avec S = Spec^4 
affine, et soit & un faisceau quasi- cohérent sur 36 ' . Soient A' une A-algèbre plate, S' = 
Spec A' , et 3£' — 3£ Xs S'. On note l'image inverse de & sur 36' . Alors pour tout 
q > le morphisme naturel 

H*(3£, &) ® A A' > W{X\ 

est un isomorphisme. 

Démonstration. C'est évident lorsque X est un schéma affine et q = 0. Dans le cas 
général, soit U° — S£ une présentation de X , telle que U° soit un schéma affine. On 
pose V 1 = U° x x U°. Soit W 1 — >■ V 1 une présentation de l'espace algébrique V 1 dont la 
source W 1 est un schéma affine. On obtient alors un hyperrecouvrement tronqué à l'ordre 
1 en posant U 1 = U°Y[W 1 . 

U 1 U° ^ X 

On note U* le 1-cosquelette de ce diagramme. C'est clairement un hyperrecouvremeniB 
de JT. De plus, on peut voir facilement dans la construction du cosquelette (cf. [H] (0.8)) 
que pour tout n > le champ algébrique JJ n+2 s'exprime en termes de produits fibrés 
obtenus à partir du diagramme : 



jjn+i : jjn_ 

>- 

On en déduit que pour tout n > 0, U n est un schéma affine. D'après [1] V (7.4.0.3) on a 
une suite spectrale : 

£f' 9 = H p (H q (U',,^')) => H p+q {X,,^). 

Comme & est quasi-cohérent, on a H q (U l ', J^ 1 ) — pour tout q > et pour tout i, donc 
E p,q = pour tout q > 0. On en déduit pour tout p un isomorphisme : 

Par ailleurs l'objet simplicial U' x$ S' obtenu par changement de base est un hyperrecou- 
vrement de 2£' , et les objets qui le composent sont des schémas affines. Donc on a aussi 
un isomorphisme : 

HP{H°(U' x s S',3?")) -^HP(&',jr'). 

Vu que A' est plat sur A, l'opération qui consiste à prendre l'homologie en degré p d'un 
complexe de A- modules donné commute avec l'extension des scalaires à A' . On en déduit 
que dans le diagramme commutatif 

HP(H°(U m ,^')) ® A A' — H p (X, &) ® A A' 

Y y 

HP(H°(U* x s S', .<?")) H*(&', 

la flèche verticale de gauche est un isomorphisme, donc celle de droite aussi. □ 

4 C'est même un hyperrecouvrement de type 1 au sens de [1] V (7.3.1.1). 
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Proposition A. 1.7. 4 Soit f : X —s- & un morphisme quasi-compact de S-champs 
algébriques, et soit & un faisceau quasi- cohérent sur 3£ . Soit u : W — >- un morphisme 
plat de changement de base. 

3& 1 - > 
9 a f 

Y Y 

Alors pour tout q > le morphisme naturel 

u*R q f^ ^ {B?g m ){v*&) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Le cas où u est lisse découle formellement de la proposition (|A.1.6.ip . 

On se ramène alors facilement au cas où & et W sont des schémas affines. On les note 
respectivement S — SpecA et S' = SpecA'. Par [35) (13.2.6), le faisceau R q f^ est 
quasi-cohérent. De plus on a des équivalences de catégories : 

(A-Mod) ~ ModqodhttfsaJ Mod qcoh (^s Us . ét ) 

(A'-Mod) ~ Mod qcoh (^ 5Lr ) — Mod qcoh (^. s ét ) 

induites par les équivalences de pH] (13.2.3) et (13.1.2). Via ces équivalences de catégories, 
le morphisme naturel 

u*R q f^ s- (R q g*)(y* 

correspond au morphisme 

H°(S,R q f*&)® A A' ^ H°(S',R q g*(v*&)). 

Il suffit alors d'appliquer (|A.1.6.ip 4) et l|A.1.7.3[) . □ 

A. 1.8 Cohomologie et extensions infinitésimales 

Lemme A. 1.8.1 Soiti:3£ —s- X une immersion fermée de champs algébriques définie 
par un idéal quasi- cohérent de SC de carré nul, et soit & un faisceau abélien sur 3£ . 
Alors pour tout q > le faisceau R q i sr ^f est nul. En particulier pour tout n le morphisme 
naturel : 

H n (%',ù&) ^ F™(jr,jr) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. La seconde assertion résulte clairement de la première grâce à la suite 
spectrale de Leray. Pour obtenir la première, en vertu du lemme (|A.1.8.2[) ci-dessous, et vu 
la description du faisceau R q i^^ donnée en (|A.1.6.1I) . il suffit de montrer que pour tout 
ouvert lisse-étale (U, û) de X et pour tout £ G H q is Ét (U, ^(u,u))i ou (U, u) désigne l'ouvert 
lisse-étale de 3£ obtenu par changement de base, il existe un morphisme étale et surjectif 
V — >■ U tel que £|_ soit nul. De plus on peut supposer que U est un schéma. Notons 

j : U —s- U l'immersion fermée obtenue par changement de base à partir de i, et le 
fonetcur image directe de la catégorie des faisceaux étales abéliens sur U vers la catégorie 
des faisceaux étales abéliens sur U. Comme j est définie par un idéal quasi-cohérent de 
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carré nul, elle induit une équivalence entre les sites étales de U et de U, donc les faisceaux 
R q j*^u,u sont nuls pour q > (où l'on rappelle que Mu,u désigne la restriction de ^m,u) 
au site étale de U). Or R q j*&u,u est le faisceau étale associé au préfaisceau sur Uét qui à 
(V, v) associe 

= H q s _ Ét (V,^ uov) ) 
où les notations sont celles du diagramme suivant 





□ 








Y 



V — r+U z^X. 

v u 

En particulier pour tout £ G H^ a _ ét (U,^'m- iV \), il existe un morphisme étale et surjectif 
V U tel que £|_ soit nul, ce qui achève la preuve. □ 

Lemme A. 1.8. 2 Soient X un S-champ algébrique, F un pré faisceau sur Lis-ét(JT), et 
aF le faisceau associé. Alors aF est nul si et seulement si pour tout (U, u) G obLis-ét(^T) 
(resp. pour tout (U,u) G ob Lis-ét( SC) avec U un schéma) et pour tout £ G F(U,u) il 
existe un schéma U' et un morphisme U' —>■ U étale et surjectif tel que £| , soit nul. 

Démonstration. Cela résulte trivialement de la construction du faisceau associé à un 
préfaisceau. La restriction au cas où U est un schéma provient de l'équivalence entre les 
catégories de faisceaux sur Lis-ét(^T) et sur Lis-ét ( JQ (cf. [5SJ (12.1.2)). □ 

Corollaire A.l.8.3 Soit 

56 - > 56 



S 



f a 
* i 



un carré 2-cartésien de S-champs algébriques, dans lequel on suppose que i et j sont des 
immersions fermées définies par des idéaux quasi- cohérents de carrés nuls. Soit & un 
faisceau abélien sur 56 ' . Alors on a pour tout p un isomorphisme canonique : 

Démonstration. On a une suite spectrale : 

R?U{R q ù&) => R p+q {foi)^. 

Or pour tout q > le faisceau (R q i„.J? r ) est nul, donc on obtient pour tout p un isomor- 
phisme : 

RPfS*&) R p {J° 

Maintenant le fonetcur (/ o i)„ est canoniquement isomorphe à j„ ° /*, et j* est exact 
grâce au lemme précédent, donc RP{f o i)* ~ j«R p f*, ce qui achève la preuve. □ 
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A. 1.9 Un résultat de descente 

L'objet de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant, qui n'est autre qu'un 
résultat de descente pour les champs algébriques. 

Théorème A. 1.9.1 Soit & un faisceau sur \Ac{3£) qui, localement pour la topologie 
lisse sur 2£ ', est représentable. Alors & est représentable par un unique objet (£P,p) 
de Llc(JT). Autrement dit il existe un morphisme représentable et lisse de S-champs 
algébriques p : S? — ^ JT qui représente & '. 

Démonstration. L'hypothèse sur & signifie qu'il existe une présentation x : X n X 
de 3£ telle que la restriction de & au site lisse de Xq soit représentable par un Xq- 
espace algébrique lisse F . On note X\ le produit fibré X x se X et pi,p2 les projections 
canoniques de X\ sur Xq. L'unicité de & est claire en vertu du lemme de Yoncda. Pour 
l'existence, nous allons construire en premier lieu une collection de faisceaux qui seront 
les fibres de & au-dessus de chaque objet de SC . 

Lemme A. 1.9. 2 II existe une collection de U -espaces Fu tU indexée par les couples {U, u) 
où U <G oh {AS/ S) et u <G ob 3£u et une collection d'isomorphismes de transition 

6ip,a '■ Fv,v >■ Fu,u x U V 

indexée par les diagrammes 2-commutatifs 




avec les propriétés suivantes : 

(i) les 6 Vta vérifient une condition de cocycle évidente; 

(ii) si u est lisse (i.e. si {U,u) est un objet du site lisse-étale de X) alors Fu_ u (U) est 
canoniquement isomorphe à &{U,u). 

Démonstration. 

• Cas de X n et X\ . 

On pose F Xo ,x = F o, x\ = %o o pi et F Xl , Xl = F x Xo , Pl X 1 . 

Fx 1 , Xl ^ F Xo ,x 
□ 

Xi Pl > x 

On a un diagramme 2-commutatif : 




X 



Il faut donc construire un 2-isomorphisme de F XltXl vers F Xx , P2 X\. Or ces espaces 
algébriques représentent tous les deux la restriction de & au site lisse-étale de X\ (car X\ 
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est lisse sur l'un par x\ et l'autre par Xq ° P2- Le 2-isomorphisme canonique 7 de X\ 
vers cco op 2 induit un isomorphisme de x^ 1 & vers {xq op 2 )~ 1 JP. De plus il est clair que le 
fonctcur naturel de la catégorie des espaces algébriques lisses sur X\ vers la catégorie des 
faisceaux lisses-étales sur X\ est pleinement fidèle. L 'isomorphisme évoqué précédemment 
provient donc d'un unique isomorphisme 

9p 2 ,y ■ Fx 1 ,x 1 >■ F X Xo , P2 Xi. 

• Cas des objets qui se factorisent par Xq. 
Soit maintenant u : U S£ tel qu'il existe une factorisation (ip, a) de u par Xq : 

'-p 

U -^Xq 

V* / 

u \ / x " 

On pose 

Si (<pi, ai) et (if2, 012) sont deux factorisations différentes de u par Xq, elles induisent une 
factorisation de u par X\ et on en déduit des isomorphismes canoniques entre Fu,u,(pi,ai 

et 

Fxt.xt d'une part et entre Fjj^ u ^ ip2 , a2 et Fx , Xo x x .p 2 -^1 d'autre part. A un isomorphisme 
canonique près, Fu^ u ,^,a ne dépend donc pas de la factorisation (ip, a) choisie et nous le 
noterons F^ u . C'est un espace algébrique lisse sur U. 

De plus, si (Ui,u\) et (1/2,112) se factorisent par Xq, alors tout diagramme 2-commu- 
tatif 



C/i — - — ^U 2 




induit un isomorphisme canonique 

0<p,a ■ Fu 1 ,u l >■ F U2tU2 x U2tV U\. 

• Construction d'un ensemble de sections S(U,u) pour (U,u) quelconque. 
Pour tout U G ob (Aff/S) et tout ueob 3C\j on pose 

S(U,u) = limF w tU ,(U') 
où la limite projective est prise sur les diagrammes 2-commutatifs 



U' 




dans lesquels U 1 est un espace algébrique, ip est lisse et u' se factorise par Xq. 
A ce stade, nous pouvons faire deux observations importantes pour la suite. 

Observation 1 : Si (U, u) lui-même se factorise par Xq, alors S(U, u) est canoniquement 
isomorphe à F^ U (U). 



98 Annexes 



Observation 2 : Si u est lisse alors S(U,u) s'identifie canoniquement à &(U,u). Il est 
en effet clair que S(U,u) s'identifie au noyau des deux flèches : 

(U ) > F UuUl {U]) 

où Uo désigne le produit fibre U x se Xq et U\ le produit Uo XuUo. Comme Uo et U\ 
sont lisses sur Xç, il résulte des définitions que Fu oMo (Uo) et Fjj ltUl (Ui) s'identifient 
respectivement à ^(Uo 1 u ) et &(Ui, u\), si bien que S(U,u) est isomorphe au noyau 
du couple de flèches : 

^(f/ ,n )^^:^(î7i,«i) 
qui lui-même est isomorphe à &(U,u) puisque la famille Uo U est couvrante. 
• Fonctorialité. 

Soient U, V G ob (Aff/S), u un objet de S£\j et ip un morphisme de V dans U. On pose 
v =uoij). On va construire un morphisme de transition 

S{$) : S(U,u) ^ S(V,v). 

Soit (su', u ') un élément de S(U,u). On veut lui associer un élément de S(V,v). Soit 




un diagramme 2-commutatif dans lequel tp est lisse et v' se factorise par Xq. En notant 
Uq le produit fibré de U par X on voit que se donner une factorisation de v' par X 
revient à se donner une factorisation de v' par Uq. On choisit un morphisme / de V 
dans Uq qui factorise v'. La section S(y .u de Fu 0tUo (Uo) induit alors via / un élément 
f*Su ,u de Fv,v'(V) que l'on note tyy (on rappelle que Fyy — F Uo ^ Uo x Uo V). Il faut 
juste vérifier que ty'y ne dépend pas de la factorisation / choisie. C'est évident car si f\ 
et ji sont deux telles factorisations, alors vu que la famille (sjj',u') est compatible on a 
nécessairement fts Uo>Uo = (fi x / 2 )*S[/ 1 ,ui = f2 s u ,u ou Ui est le produit fibré U XuU - 
Il est clair que les morphismes ainsi construits vérifient S(ip2 ipi) = S(tpi) o 5(^2 ) 
dès que tpi et tp2 sont deux morphismes composables. 

• Construction d'un faisceau Fjj^ u pour (U,u) quelconque. 
Soient U G ob (Aff/S) et m G ob SC\j. On définit un préfaisceau Fu, u sur (AS/U) en posant 
pour tout objet V de (AS/U) : 

Fu,u(V) = S(V,v) 

où v est le morphisme composé V — ^ U S£ '. Les morphismes de transition sont 
donnés par les S(tp). L'observation 1 ci-dessus montre que dans le cas où u se factorise par 
Xq , le préfaisceau que nous venons de définir est canoniquement isomorphe au préfaisceau 
Fjj^u défini précédemment. L'observation 2 permet quant à elle de s'assurer que lorsque u 
est lisse l'ensemble Fu tU (U) des sections de Fjj, u au-dessus de U s'identifie canoniquement 
à l'ensemble JP(U,u). Par ailleurs il est évident qu'un diagramme 2-commutatif de la 
forme 

V — *-U 

^\ ^ 
3£ 
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induit un isomorphisme canonique 9 Vta de Fy. v vers Fjj tU V et que ces isomorphismes 
vérifient une condition de cocycle que seule la crainte de voir le lecteur céder à un agace- 
ment bien compréhensible face à ce fleuve de trivialités nous dissuade d'expliciter. 

Pour en finir avec la démonstration de notre lemme, il reste juste à montrer que les 
préfaisceaux Fjj, u que nous venons de construire sont des faisceaux pour la topologie étale. 
Ceci revient à montrer que si (U —>■ U)i est une famille couvrante dans (Aff/S) et si u 
est un objet de S£u alors le diagramme (avec les notations évidentes) 



5(17, u) 



est exact. On note Uo (resp. Uq, Ui, U\, Uq J ) le produit fibre U x^r Xq (resp. UiY.se Xq, 
UqXuUq, Ui x u U, UoXu Uj). On sait par ailleurs que S(U,u) s'identifie au noyau des 
deux flèches : 

Fu ,u 

Le résultat découle alors immédiatement du fait que Fu , Uo es t un faisceau étale et que 
les familles (Uq — >■ Uo) et (U[ — >■ U\) sont couvrantes. □ 



Reprenons la démonstration du théorème I A. 1 .9. il 

• Construction d'un champ S? candidat. 
On définit pour tout U G oh (Aff/S) une catégorie S?u de la manière suivante. Un objet 
est un couple (x, s) où x est un objet de la catégorie S£u et s est un élément de Fjj tX (U). 
Un morphisme entre deux tels objets (x, s) et (x 1 , s') est un 2-isomorphisme 

a : x a- x 



tel que l'isomorphisme 6*^^ a de Fu, x dans Fu tX > envoie s sur s' . 

Ainsi défini, il est clair que & (muni des flèches de transition évidentes) est un S'- 
espace en groupoïdes. Le fait que 3? soit un S-champ résulte alors facilement du fait que 
2£ lui-même en est un et que les foncteurs Fjj )X sont des faisceaux étales. 

Enfin pour tout U £ oh (Aff/S) on a un foncteur d'oubli évident de vers S£\j . Ces 
foncteurs induisent un morphisme de «S-champs : 



p : 9> 



• Le S-champ S? est algébrique. 
Commençons par remarquer que pour tout U £ oh (Aff/S) et tout objet u de 3£\j le 
produit fibré S? x se > U s'identifie canoniquement au [/-champ associé au [/-espace Fu, u - 
En d'autres termes on a un carré 2-cartésien 



Fu,u 




La vérification de ce fait est aisée, quoique fastidieuse. En particulier en prenant U = Xo 
et u = xo on obtient un carré 2-cartesien 



^0, 



Y 



>x< 



o 

Y 

se. 
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Il résulte alors de [38] (4.3.3) et (4.5) que le morphisme p est représentable et lisse 
et que le champ est algébrique. Ceci montre au passage, a posteriori, que chacun des 
S'-espaces Fu, u construits ci-dessus est algébrique et lisse sur U. 

• L'objet (^,p) de Llc(^) représente le faisceau JP. 
Il faut construire, pour tout objet (U, u) du site lisse-étale de un isomorphisme cano- 
nique 

&(U, u) Eom Uc (^)((U, u), (&,p)). 

Un élément du membre de droite est représenté par un triplet (x, s, a) où x est un objet 
de 2£\j, s est un élément de Fu fX {U) et a est un 2-isomorphisme entre u et x. Deux triplets 
(x, s, a) et (x', s' , a') représentent le même élément s'il existe un 2-isomorphisme (3 de x 
vers x' tel que 6- 1( ^ „ envoie s sur s' et tel que (3 o a = a' . On construit un morphisme de 
Fu,u(U) dans cet ensemble en associant à une section s de Fjj tU (U) l'élément représenté par- 
le triplet (u, s, idu). Il est immédiat qu'il s'agit là d'un isomorphisme, fonctoriel en (U, u), 
si bien qu'en le composant avec l'isomorphisme (ii) du lemme (|A.1.9.2|) nous obtenons le 
résultat voulu. □ 

A. 1.10 Cohomologie et torseurs 

Soit 3£ un S-champ algébrique et soit & un faisceau lisse-étale abélien sur S£ . On 
aimerait calculer le groupe H 1 (&, en termes de torseurs. Bien évidemment, le résultat 
très général de Giraud ([53] III 3.5.4) s'applique, et l'on sait déjà que le groupe H 1 (%~, 

s'identifie au groupe des classes à isomorphisme près de ^-torseurs du topos Lis-ét(^") 
des faisceaux sur Lis-ét(JF). (Pour la définition d'un torseur d'un topos, nous renvoyons 
à loc. cit. III 1.4.1.) Nous allons dans les lignes qui suivent essayer de remplacer les 

torseurs du topos Lis-ét(<^*) par des objets offrant plus de prise à l'intuition géométrique. 

On sait (cf. loc. cit. III remarque 1.7.2) que si E est un site standard, c'est-à-dire un 
site dont la topologie est moins fine que la topologie canonique, et qui admet des produits 
fibrés finis, alors la catégorie des torseurs du site E (c'est-à-dire des objets de E munis 
d'une action d'un groupe G de E vérifiant les conditions que l'on imagine) est équivalente 
à la sous-catégorie pleine de la catégorie des torseurs du topos E formée des torseurs 
représentables. Il en résulte que si G est un objet en groupes de E tel que tout G-torseur 
de E soit représentable, la catégorie des G-torseurs de E est équivalente à la catégorie des 
G-torseurs de E. 

Malheureusement, le site Lis-ét(i£") n'est pas un site standard : il n'a pas d'objet final, 
donc pas de produits fibrés finis. On s'en sort encore une fois en utilisant le site lisse- 
lisse champêtre Llc(^T), qui, lui, est bien un site standard, comme le lecteur le vérifiera 
facilement. Le théorème ()A.1.9.1|) montre que tout faisceau localement représentable sur 
Llc(^T) est représentable. En particulier si G est un espace algébrique en groupes lisse sur 

S, alors tout G-torseur du topos Llc(i£") est représentable par un objet du site Llc(^T). 

La définition suivante ne fait qu'expliciter ce qu'est un G-torseur de Llc(c5T), dans le 
cas où le groupe G provient de la base S. 

Définition A. 1.10.1 Soient S un schéma, G un S-espace algébrique en groupes lisse sur 
S et X un S -champ algébrique. Soit p : & — >■ S£ un 1-morphisme représentable et lisse 
de S-champs algébriques. Une action de G sur {&,p) est un quadruplet (/i, ip^, ip e , <p ass ), 
où jjL est un 1-morphisme de GxgJ 3 vers 3? '', et où (p^, (p e et ip ass sont des 2-isomorphismes 
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faisant 2- commuter les diagrammes suivants : 

Gx s &> — 




Gx s Gxs&> ^Gx s 0> 



me xld,^ 



G x s & 

les 2-isomorphismes tp e et ip ass étant assujettis aux conditions de compatibilité, que nous 
nous dispenserons d'écrire, assurant que ce sont des 2-morphismes dans la 2-catégorie des 
ouverts lisses champêtres de 3£ (cf. début du paragraphe SA.1.3\) ). 

On dit qu'un tel couple (^,p) muni d'une action de G est un G-torseur sur iST si les 
deux conditions supplémentaires suivantes sont vérifiées : 

(a) p est surjectif; 

(b) le morphisme naturel 

Gx s & & x se 

induit par le triplet (/x, pr 2 , tp^) est un isomorphisme. 

La discussion précédente permet alors d'affirmer : 

Proposition A. 1.10. 2 (|24j) Soient S un schéma, G un S-espace algébrique en groupes 
commutatifs lisse sur S et X un S-champ algébrique. Alors le groupe H l ($Ç,G) est 
canoniquement isomorphe au groupe des classes d'isomorphie de G-torseurs sur 5£ (muni 
de la loi de groupe induite par le produit contracté de torseurs, cf. [241 III 2.4-5). 



Remarque A. 1.10. 3 Comme d'habitude, un G-torseur p : -~ 3£ est trivial si et 
seulement si le morphisme structural p a une section. 



A. 2 Cohomologie fppf 

A. 2.1 Sorites sur la cohomologie plate 

Soit un 5-champ algébrique. On définit le gros site fppf de X , noté fppf(S'), de 
la manière suivante. Les ouverts sont les couples (U,u), où U est un espace algébrique et 
u : U ^ est un morphisme localement de présentation finie. Un morphisme entre 
deux tels ouverts (U, u) et (V, v) est un couple (ip, a) où ip : U —>■ V est un morphisme 
d'espaces algébriques et a est un 2-isomorphisme de u vers v o ip. Une famille couvrante 
est une collection de morphismes ((ipi, ai) : (Ui, u,) —>■ (U, ît))i 6 j telle que le morphisme 

u^n^ — : - u 

iei iei 

soit fidèlement plat et localement de présentation finie. 
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Remarque A. 2. 1.1 II est évident que l'on aurait obtenu un topos équivalent en ne pre- 
nant pour ouverts que les couples (U, u) où U est un schéma (appliquer le lcmme de 
comparaison de SGA 4, [3] III 4.1). En particulier si 2£ est un schéma on retrouve le 
topos des faisceaux sur le gros site fppf usuel (considéré par exemple dans [2] , exposé VI, 
paragraphe 5, p. 124). 

On définit de manière évidente les faisceaux d'anneaux G se et Z sur fppf(^T). On 
note i£"pi le topos des faisceaux sur fppf(JT). Si stf est un anneau du topos 2£ v \, on note 
Mod$(&) la caté gorie des faisceaux de modules sur le site annelé (rppf(^T),^'). Elle 
sera notée Mod pl (^T) lorsque té = û x , et Ab pl (^T) lorsque sé = Z. 

On a pour tout sé un foncteur d'oubli évident 

Mod^(^T) ^ Ab pl (Jf). 

On définit le foncteur « sections globales » en posant pour tout faisceau & sur fppf( JT) : 

où la limite projective est prise sur l'ensemble des couples (U,u) de fppf(^T). Il est clair 
que ce foncteur commute aux limites projectives quelconques. En particulier il est exact à 
gauche. De même que dans le cas des faisceaux lisses-étales, il résulte de SGA 4 ([3] II 6.7) 
que la catégorie Mod^(^T) est une catégorie abélienne avec suffisament d'objets injectifs. 
On définit alors H?\(3t> , .) comme étant le i leme foncteur dérivé à droite de Y p \{3^,.) : 

Ab pl (S") > Ab. Il coïncide sur Mod p j(S") avec le i leme foncteur dérivé à droite de 
F pl (JT,.) : Mod^(JT) > (r pl (JT,^)-Mod) ([4] V 3.5). 

FONCTORIALITÉ. 

Soit / : J%~ un 1-morphisme de ^-champs algébriques. On lui associe un couple 

de foncteurs adjoints (/pi 1 ,/*) d'une manière tout à fait analogue à ce qui a été fait 

au paragraphe (|A.1.2|) pour les faisceaux lisses-étales. Le foncteur / pl est alors exact à 
gauche, et on note R l fS l ses foncteurs dérivés à droite. 

Remarque A. 2. 1.2 Contrairement à ce qu'il se passe dans le cas des faisceaux lisses- 
étales, la limite inductive qui définit le foncteur image inverse /"j 1 est filtrante. Ceci est 
essentiellement dû au fait qu'un morphisme entre deux objets localement de présentation 
finie est lui-même localement de présentation finie (ce qui se produisait aussi pour le site 
étale, mais n'était plus vrai en remplaçant étale par lisse). On en déduit (cf. par exemple 
[4"T] annexe A) que le foncteur f^ 1 est exact, et donc que le couple (f^ 1 ,/* 1 ) est un 
morphisme de topos. 

Notons ici aussi deux cas particuliers dans lesquels les foncteurs image directe ou image 
inverse ont une expression plus simple. Lorsque / est localement de présentation finie, le 
foncteur /"j 1 est simplement le foncteur de restriction au site fppf de X via le foncteur 

(U,u) h- > (U, f ou). Si / est représentable, le foncteur / pl provient d'une application 
continue fppf(^T) fppf(^), qui à un ouvert fppf u : U ~~ <3f associe l'ouvert formé 
de l'espace algébrique U X muni de la projection sur SC . Naturellement ceci n'est 
pas vrai si / n'est pas représentable, puisqu'alors U xg^ S£ n'est pas nécessairement un 
espace algébrique. Ce défaut s'avère gênant dans le calcul des images directes supérieures, 
et motive l'introduction du site fppf champêtre ci-dessous. 

LE GROS SITE fppf CHAMPÊTRE D'UN g-CHAMP ALGÉBRIQUE. 
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Soit S£ un S-champ algébrique. On définit le gros site fppf champêtre de 3£ de la 
manière suivante. Un ouvert de S£ est un couple (fy , u) où ^ est un S'-champ algébrique 
et u : °i/ —s- Se est un morphisme représentable et localement de présentation finie. 
Un 1-morphisme de vers est un couple ((p, a) où (p : ^ — >■ "V est un 1- 

morphisme de S-champs algébriques et a est un 2-isomorphismc de u dans votp. Si (p, a) 
et {ip,(3) sont deux 1-morphismes de ^u) dans {"Y, v), un 2-morphisme entre (</?, a) et 
(■0, /3) est un 2-isomorphisme 7 : ip =>■ ^ tel que (3 = (v*7) o a. 

L'analogue fppf du lemme (|A.1.3.1|) est alors valable, de sorte que la 2-catégorie que 
nous venons de décrire est en fait équivalente à une catégorie, que nous appellerons la 
catégorie des ouverts fppf champêtres de S£ . On définit maintenant le gros site fppf 
champêtre de 3£ de manière évidente, et on le note fppfc(^T). 

Proposition A. 2. 1.3 Le fondeur d'inclusion fppf(^) — >- fppfc(JT) induit une équi- 
valence de topos de la catégorie des faisceaux sur fppfc(i£") vers la catégorie des faisceaux 
sur fppf(^"). 

Démonstration. Il suffit encore une fois d'appliquer [3] III 4.1. □ 

On voit alors facilement que via cette équivalence de catégories, le foncteur image 
directe /f 1 provient d'une application continue 

fp P fc(jr) — ^ fppfc(^) 

qui envoie un ouvert u : ^/ & de W sur l'ouvert X xayfy de Se . Maintenant 

les mêmes démonstrations que celles des propositions (|A. 1.6. 111 1) et (|A.1.6.2|) permettent 
d'obtenir le résultat suivant. 

Proposition A. 2. 1.4 Soit f : Si" —a- W un morphisme de S-champs algébriques. 

1) Soit & un faisceau abélien sur fppf(^). Alors le faisceau R q f^ 1 ^ est le faisceau 
associé au préfaisceau qui à tout ouvert fppf u : U > W de W associe H^(Se xay 

2) La restriction du foncteur iï 9 /» 1 à la catégorie Mod pl (^T) coïncide avec le q %eme 
foncteur dérivé à droite du foncteur f^ ■ Mod(Se) ~-~ Mod(^). □ 

A. 2. 2 Comparaison avec la cohomologie lisse-étale 

Soit Se un S'-champ algébrique. On a une application continue évidente : 

p : fppf (S") ^ Lis-ét(J0 

induite par le foncteur d'inclusion de Lis-ét(^") dans fppf(i£"). En particulier p induit un 
couple de foncteurs adjoints : 

p* . se~p\ s~ seiis-ét 
p • ^iis-ct ^ se~p\. 

Le foncteur p^ 1 peut être décrit de la manière suivante. On définit d'abord un adjoint à 
gauche au foncteur pour les préfaisceaux, que l'on note p -1 , en associant à tout pré- 
faisceau & sur Lis-ét(^T) le préfaisceau sur fppf( 3£) qui à tout ouvert fppf u : U > 3£ 
associe 

(p- 1 ^) (U, u) = lim &(V, v) 
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où la limite inductive est prise sur l'ensemble des diagrammes 2-commutatifs : 




avec (V, v) G ob Lis-ét(J?T). On définit alors p 1 en posant p 1 = ap 1 où a est le foncteur 
« faisceau associé ». Encore une fois, on voit que p -1 est défini par une limite inductive 
sur Lis-ét(J?T) qui n'est pas filtrante. Le couple (p _1 ,p*) n'est donc pas un morphisme 
de topos a priori, et il n'y a aucune raison formelle pour que p* transforme les objets 
injectifs de Ab pl (i?T) en injectifs de Ab(^T), ce qui nous oblige à travailler un peu plus 
pour obtenir la suite spectrale (|A.2.2.3[) ci-dessous. 

Lemme A. 2. 2.1 Si est un objet injectif de Ab pl (^"), alors p*-^ est un faisceau acy- 
clique pour le foncteur rii s _ét(i£", ■)• 

Démonstration. Soit & un objet injectif de Ab pl (JT). En particulier pour tout ouvert 
plat champêtre (&,u) et pour tout q > on a H^fHf , ^(<&,u)) = 0- Remarquons que la 
proposition (| A. 1 .5.3|) ne faisait intervenir que des propriétés générales des faisceaux sur 
un site, et elle admet un analogue évident pour les faisceaux sur le site fppfc(j£"). En 
particulier pour toute famille couvrante — >■ de fppfc(S") et pour tout q > 0, le 
groupe H q (W/W, est nul. Maintenant, toute famille couvrante a i/' ■% de Llc(^T) 
est une famille couvrante de fppfc(,!?r), et on a pour tout q > 

H q (^'/^,p^) = H q {W/W^) = 0. 

Donc d'après la proposition (jA.1.5.31) le faisceau p*J?" est Llc-acyclique. En particulier il 
est acyclique pour le foncteur Txv^é\{S£ , .). □ 

Lemme A. 2. 2. 2 Le morphisme naturel 

r pl (s-,j?) - > r ns - êt (%-,p*&) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. C'est complètement évident quand on regarde & et p*J£" comme des 
faisceaux sur les sites champêtres fppfc(^T) et Llc(^T). □ 

On déduit des deux résultats précédents une suite spectrale de Leray, qui résume les 
relations générales entre cohomologie lisse-étale et cohomologie fppf. 

Théorème A. 2. 2. 3 Soit 2£ un S-champ algébrique, et soit & un faisceau abélien sur 
fppf(^"). On a alors une suite spectrale (fonctorielle en ^ ) : 

Hl_ ét (,r,Rip^) => Hit%&,&). □ 

Remarque A. 2. 2. 4 On en déduit en particulier des morphismes canoniques : 

De plus ces morphismes sont des isomorphismes si pour tout q > 0, le faisceau lisse-étale 
R q p^ est nul. 
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Notre objectif à présent est de généraliser aux champs algébriques le résultat de Gro- 
thendieck ([2], exposé VI, paragraphe 11) selon lequel si G est un groupe lisse sur un 
schéma X, le morphisme canonique 

Hl(X,p*G) - H« pl (X,G) 

est un isomorphisme pour tout q. Dans la mesure où nous n'utiliserons ce résultat que pour 
le groupe G m , nous n'avons pas cherché à le démontrer pour les « champs en groupes » 
lisses sur S£ (notion qui resterait d'ailleurs à définir), mais nous nous sommes contenté 
de considérer un groupe lisse sur la base S. Nous allons voir dans les lignes qui suivent 
que dans ce cadre élémentaire le résultat se déduit assez facilement du cas des schémas. 

Théorème A. 2. 2. 5 Soient S un schéma, G un schéma en groupes lisse sut S , et t& un 
S-champ algébrique. On note encore G le faisceau défini sur le site fppf(<^) par : 

V(f/, u) e obf PP f( 3C) G(U, u) := G(U, fou)- Hom s ([/, G). 

Alors pour tout q le morphisme canonique 

Hl_, t {3£,p*G) - > H^,G) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Vu la remarque (|A.2.2.4j) . il suffit de montrer que pour tout q > 0, 
le faisceau lisse-étale R q p*G est nul. Or par des arguments tout à fait analogues à ceux 
de (|A.1.6.1[) on voit que R q p*G est le faisceau lisse-étale associé au préfaisceau qui à 
tout ouvert u : U X associe H q x {U, G Xj [/) (on notera encore H q x {U, G) ce dernier 
groupe). Alors d'après le lemme (I A. 1 .8.2(1 il suffit de montrer que pour tout morphisme 
lisse u : U > 3£ où U est un schéma et pour tout £ G H pl (U, G) il existe un schéma 
U' et un morphisme étale et surjectif U' — >- U tel que £i , soit nul. Fixons un tel couple 
(U, u). On note pu l'application continue : 

Pu : fppf(£0 - -* Ét(C7) 

induite par le foncteur d'inclusion de Ét(U) dans fppf({7). D'après le théorème (11.7) de 
[2], pour tout U' sur U les morphismes canoniques 

K(U',G) - - H« pl (U',G) 

sont des isomorphismes. Puis d'après le lemme (11.1) de [2], on en déduit que pour tout 
q > 0, le faisceau R q pu*G est nul. Or ce dernier n'est autre que le faisceau étale associé 
au préfaisceau 

U'\ >H^{U\G) ■ 

En particulier (lemme (|A.1.8.2jl ) pour tout £ e H pl (U, G) il existe une famille couvrante 
étale U' — >■ U telle que £| , soit nul. □ 
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